Certains corrigés sont tres détaillés, d’autres le sont moins, n’hésitez pas a me contacter si vous souhaitez
avoir des explications supplémentaires sur certaines questions.

Il est trés probable que ce document contienne encore des erreurs, n’hésitez pas non plus 4 m’en faire
part.

Exercice 1

1. Soit n € N, & quoi est égal 2™ + 2™ 7
a) 4 b) 4n+1 C) 2n+1 d) 371,

Réponse : ¢)

On a:
2" 42" =2 x 2" = 2"t
. 12
2. A quoi est égal 5% ?
1 1 _
a) 21 b) 5 C) 2 d) 2 13

Réponse : b)

On a:
412 (22)12 22 B 224725 B 1
225 925 9225 9
3. Soit n € N, & quoi est égal 2" x 2" ?
a) 22n b) 22+n C) 2n2 d) 42n

Réponse : a)

On a:
2n % 2n _ 2n+n _ 22n

4. Soit m € N et n € N, a quoi est égal 2" x 3™ 7

a) 6" b) cela ne se simplifie pas c) 6"T™ d) 5mtm

Réponse : b)

Cette expression ne se simplifie pas particulierement.

R V2
5. A quoi est égal (\/iﬁ) ?

a) V2 b) \@2\/5 ¢) cela ne se simplifie pas d) 2

Réponse : d)
On a:

(\[2\/5>\/5:\/§\/§x\/§:\/§2:2

6. Soit n € N, & quoi est égal (—1)"2""1?
a) —1 b) 1 c) cela dépend de la parité de n d) 2n+1

Réponse : a)

Soit n € N, —2n — 1 est un entier relatif impair donc (—1)2""* = —1.




Exercice 2

1. A=2% =29 =512 2. B=(2%)?=2%2=20 =64

3.C0=2=64

4. D = (2%)* = 2% = 212 = 4096 5. E = (2%)% = 283 = 212 = 4096

6. F — (36)5 _ (95)3 — 330 _ (32)15 — 330 _ 330 — 0

Exercice 3

1. A=2" =2"x 23 =8q

2. B =2 = (2")? x 2 = 24°
3.C=2""=(2")"2=q"?

4t 4x (27?2 4a?
21-3n " 9 x (2n)=3 ~ 2¢73
5. B =2"13 22 15 x 2"t 3 2mF2 =93 2" (27)2 110 x 2" — 12 x 2" = 8a — a®
6. F = (—2)""" = (-1)?+3(2")22% = —8q?

T.G= (_2)13n—2 - (_1)3n721(2n)3272 - (_1)377.}2(13272 =4 (1) %a”

8 H = 82" = (2n)3><2 —ab

4. D= = 24°

+10a — 12a = 6a — a®

Exercice 4

» Prenons d’abord ¢ € C avec g # 1. La formule étant donnée, il est possible de faire u
considérant I’hypothese :

n+1

Hy : iqkzil_q

k=0 1=q

ne récurrence sur n € N, en

e Initialisation. Pour n = 0, la somme ne posseéde qu’un terme ¢° qui est égal & 1 et la formule du membre de droite

donne d qui vaut 1. La propriété Hg est vérifiée.

e Hérédité. On suppose H,, vraie pour un certain entier naturel n fixé. Démontrons la formule au rang n + 1, on a :

n+1

1— qn+2

n
1—q¢mt! 1—g" + " (1 —q)
k: k n+1: n+1:
kz—oq (’;)q)Jrq 1—¢q ta 1—¢q

Ce qui démontre la formule au rang n + 1 et termine la récurrence.
On conclut que pour tout n € N et pour tout ¢ € C avec ¢ # 1 :
1— qn+1

n
>yt
k=0

1—gq

» Pour le cas o1 ¢ = 1, on a pour tout n € N :

Zn:1k=2n:1:n+1
k=0

k=0

car on somme n + 1 fois la constante 1.

» Les formules ou la somme commence a m peuvent se démontrer de méme par récurrence.

1—g¢q



Remarque. Ces formules sont a bien connaitre, elles seront trés utiles cette année. Vous penserez a ne pas oublier le cas
ot la raison q vaut 1.

On applique la seconde formule du théoreme avec m = 3 et "n =n — 17, cela donne :

1— n—3
n—1 q3xL si g#1
k 1—g¢q

Exercice 6

1
1. On applique la formule de ’encadré avec q = X pour n € N, on a :

I Rt

2. Ona lim (%)n =0ainsi lim S, =2.

n——+o0o n——+oo

+oo 1\ "
Remarque. On peut écrire (7) = 2.
q p ’;) 5

Exerci
ercice 7 On transforme la somme pour se ramener aux formules connues :

100 100 100 99 300

- - 1-a
3k+1 _ 3\k _ 3 3\k _ o4
];:1(2(1 +2)=2a g:l(a )+ ];:1 2=2axa I;:O(a )¥ +200 = 2a T + 200

Le calcul précédent est valable lorsque a # 1. Si a = 1, la somme vaut 400.

On applique la formule de la somme des termes d’une suite géométrique :

n 17'n+1
1—1
k=0
oSin=0[4]alorsin+1=iet2ik:1.
k=0
- 2
S. _ 'TL+1:_ .k: _ ..
e Sin =1 [4] alors ¢ 1et21 T3 144
k=0
. 1+
Sin =24 alors "™ = —iet Y ¥ = =i.
eSin [4] alors 4 ie kZ_OZ T = ¢

o Sin=3[4]alors " =1et Y i*=0.
k=0

Remarque. La notation n = j [4] avec j € {0,1,2,3} signifie qu’il existe k € Z tel que n = 4k + j.



Exercice 9

7 1 1
.A=2 9. p-Y "= 3.0="2Y 4. D=— 5.8~ 10
Yz t 12 3
27 89 1
6. F==. 7.G=6 8. H =99 9. 7=22 0. J = ——
2 90 V1422
1K =2 19. L= > 13 M=_ L . N=_10 5.0 de—1
36 16 25 35 52+ 5

C’est surprenant mais cette égalité est vérifiée. Pour cela, on peut utiliser la formule suivante, pour tous
acRetbeR:

a® 4+ b* = (a +b)(a® — ab+ b?)

Vous pouvez développer pour vous convaincre de la véracité de cette égalité. Ici cela donne :

373 +13% (37 +13)(37> —37 x 13+ 132) (37 +13)(37> + 13 x (37 +13)) _ (37 +13)(37> — 13 x 24) _ 37+ 13

3734243 (37+24)(372 — 37 x 24 +242) (37 +24)(372 +24 x (=37 +24)) (37+24)(372 —24 x 13) 37+ 24

C’est la formule voulue.

On applique exactement la méthode présentée dans ’encadré et on obtient la décomposition en éléments

simples :

243 _ -1, 3
224+52+6 x4+2 x+3

On peut chercher une primitive de f sur un intervalle sur lequel les dénominateurs ne s’annulent pas, c’est-a-dire sur
]| —o00,=3[,] —3,—2[ ou ] —2,400[. Sur I'un de ces intervalles, une primitive de f est :

F:zw— —In(Jz+2]) + 3n(|jz + 3]|)

/
Remarque. Nous verrons cette année qu’une primitive sur un intervalle I de —, ou u est une fonction qui ne s’annule
u

pas sur I, est In(|ul).

Exercice 12 : 4 . .
On commence par chercher les racines du dénominateur en factorisant par x :

23 =227 — 3z =x(2? — 22— 3) = x(z + 1)(x — 3)

en effet les racines de 22 — 2z — 3 sont —1 et 3 d’ot la factorisation.
En généralisant la méthode présentée dans I’encadré, on cherche trois réels a, b et ¢ tels que :

1 a b c

x3—2x2—3x7x+$+1+x—3

On réduit au méme dénominateur :

1 a(z+1)(x—=3)+bx(x—3)+cx(x+1) (a+b+c)z?+ (—2a—3b+c)x —3a

x3 — 222 -3z z(z+1)(x —3) B z(z+1)(x —3)

En identifiant, on obtient le systéme :




1

a = —=

3

at+b+ec = 0 1
—2a—-3b+c = 0 & b = -
—3a =1 4

1

c = —

12

Ceci en sautant les étapes de résolution du systéme qui ne pose pas de probléme, en commencant par trouver a.
Ce qui nous donne la décomposition suivante :

1 1 1 1

P22 -3z 3z iw+1)  12@-3)

Remarque. On constate que cette méthode a ses limites car plus le dénominateur a de racines plus le systéme a résoudre
sera compliqué. On verra des techniques bien plus performantes pour décomposer en éléments simples.

On applique la méthode de I'encadré pour obtenir la décomposition suivante, pour tout k > 2 :

1 1

1
k(k—1) k-1 k

Pour n > 2, la somme proposée se réécrit :

DG 6D G (e

Dans la somme précédente, on voit que les termes se simplifient de proche en proche (on dit que la somme est télescopique),
il reste :

Sp=1--<1

La somme est majorée par 1.

A=a?—2xy+9® + 2% + 22y +y? = 202 + 27
B =22 4 2zy + y? — 2% + 22y — y® = 4y
C=(x+y)—2)—([x—y)—2)* = (@ +y)* =2z +y)z + 2> = (z —y)* + 2(x — y)z — 2° = day — dy»

D=1\/(1+V2)2=1+V2
5. E\/(2+\/2+\f2)(2\/2+\/§)\/4(2+x/§)\/2\/§

6. F:(7—2\/6)+2\/(7—2\/6)(7+2\@)+(7+2\/6):14+2\/mz24

- N

7. G:(3—2\f2)—2\/(3—2\/§)(3+2\/§)+(3+2\f2):6—2\/sf=4

8. H = ((«% +3z) + (22% + 1)) ((2® + 3z) — (22% + 1)) = (2® + 32)* — (202 +1)? = 25 + 62" + 92% —da* — 42 — 1 =
28+ 221 + 522 — 1

En développant, I'inégalité est équivalente a :

(f,U2 _ 2y2)2 S 1,4 +4y4 <:> 1,4 _ 4x2y2 +4y4 é 1'4 +4y4



Cest-a-dire —42%y? < 0 ce qui est clairement vérifié puisque et y sont des réels.

Il y a égalité si et seulement si —4z2y? = 0 ce qui équivaut & z =0 ou y = 0.

1. Soit z € R}, on a :
2. En utilisant 1’écriture précédente, on a :

Ainsi f est minorée par 2, ce minorant est atteint pour = 1 car f(1) = 2. On en déduit que le minimum de f sur
R* vaut 2.
+

1. Ona:
(a+b)® = (a+b)?(a+0b) = (a® + 2ab+ b*)(a + b) = a® + 3a?b + 3ab® + b°

De méme, on trouve (a — b)* = a® — 3a%b + 3ab® — b°.

2. On utilise la formule trouvée a la question précédente pour obtenir :

C=3"-3x32x2V/3+3x3x(2v3)? - (2V3)? =27 —54V3+3 x 3 x 12— 24V/3 = 135 — 783

1. Soit x € R, on a :
st l=2 1) - = (Pl )@+l —2) = @+ + 1) (2% -z + 1)

2. Soit x € R, on a :
B 41=(*4+1)2 -2 = (@ + 1+ V222 (a* + 1 — V22?)

Il est méme possible de pousser plus loin la factorisation, en reprenant ’écriture précédente, on a :

B4l = ((3;2 F12 (2 \/5):62) ((;ﬂ T2 (21 ﬁ)a{l)

B+1 = (12+\/27\/§x+1)(x2f\/2fﬁx+1)<12+\/2+\f2:c+1)(:r27\/2+\[2:E+1)

Soientx€R+ et ycRy,ona:
0<(Ve— Vo) =a—2VaJu+y=2+y—2/7y

1
On en déduit que 2\/ry < x + y, c’est-a~dire : /ry < 5(3: + y). C’est bien I'inégalité voulue.

Remarque. Cette courte preuve est trés classique, elle est a connaitre. Cette inégalité se généralise, si a1, as,. . .,a, sont

des réels positifs, alors :
1
(al Xag X - Xan)% < 7(a1+a2+"'+an)

3



On complete les factorisations de proche en proche pour z et y deux réels :

? =y’ = (z —y)(2® + 2y + ¢*)

2* +y° = (x+y)(2® — 2y +y°)

at =yt = (- )@ + Py + a2y’ + )

On commence par simplifier la fraction proposée avec ’égalité du 1., pour z € R avec x # 2 :

P8 2?28 —2)(x? + 2z +4
x _ :(a: )(x+x+):m2+2m+4
T —2 xr — 2 xr — 2

- W N

3

On a donc lim = = lim (2% + 22+ 4) = 12.

r—2 T — r—2

Par hypothese, il existe a, b, c et d des entiers naturels tels que :
m=a®+b* et n=c?+d*

On vérifie en développant que :
mn = (ac+ bd)* + (ad — be)?

2. B= \/52_ o= (\/52£\f(f/;)+ 5= %(\/5+ 1)
N

1. Pour x € R avec z # 0, on a :

Vite—1 (Vitz-D(/I+z+1) T _ 1
T B t(VI+z+1) Ce(VI+z+1) Viftz+1

Sous cette forme-la, la limite n’est plus indéterminée et on a :

y Vitz—1 1
ST T
2. On a:
\/ﬁ—(x_l):(m—(z—l))(er(z—l)) 9% — 2

Va2 =1+ (z—1) V214 (z—-1)
Ce calcul étant valable pour x > 1 afin que le dénominateur ne s’annule pas. Avec cette nouvelle forme la limite est
toujours indéterminée quand x tend vers +oo, il convient de mettre x en facteur au numérateur et au dénominateur.
Toujours pour x > 1, on a :

2z — 2 JC(2—%) B (2—%>

T (e (02) ()

Cette fois-ci la limite n’est plus indéterminée et on obtient :

lim va2—-1—(z—-1)=1

T—+0o0




1.

Que vaut 5!'?

025 024 0 120 0 240

Réponse : c)

Ona:5l=1x2x3x4x5=120.

|
. Soit n € N*. Que vaut (n +'2)' ?
n!
a) 2 b) 2n +3 c)n+2 d) (n+2)(n+1)

Réponse : d)
On a:
(n+2)! 1x2x..xnx(n+1)x(n+2)
nl 1X2X%X..%Xn

= (n+1)(n+2)

Soit n € N*, que vaut 2 x 4 X 6 X ... X 2n.?
(2n)!

0) b) 2(n!) ¢) 2"(n!) d) (2n)!

Réponse : c)

Dans chacun des n facteurs du produit proposé, on peut mettre 2 en facteur :

2x4Xx6Xx.x2n=02x1)x(2x2)x(2x3)x(2x4)...x(2xn)=2"x(1x2x3x..xn)=2"n!)
Soit n € N*, que vaut 1 x 3 x5 x ... x (2n—1)7
(2n)! n! (2n)!
b d) (2n —1)!
%) ) ) S <) ) @n—1)
Réponse : a)
On se ramene au calcul de la question précédente en remarquant que :
1x2x3x...x2n  (2n)!
1 X (2n—-1)= =
X35 x (2n—1) 2x4x6x..x2n  27(nl)
Soit n € N*, & quoi est égal ! + ! L
it n uoi - —1
ad & n+1)n+1)!  (n+1)! nn!
1 -1 -n -1
a) ———————— b) —mmMF—— ) d) —————
) n(n+1)(n +1)! ) n(n+1)(n + 1)! ) n(n+1)(n + 1)! ) (n+1)(n+1)!

Réponse : b)

On réduit au méme dénominateur en utilisant le fait que (n+ 1) = (n+ 1) x n! :

1 1 1 n n(n+1) (n+1)2

A Dm0 mr )l et D0  antDm4D)!  nm+Dn+ 1)

On simplifie pour trouver :
1 1 1 -1

A Dm+ Dt anl nn+ Dn+ 1)




6. Soit n € N, a quoi est égal (Z) ?

nin+1) 0 n Dn(n—l) n—1
2 2(n — 2) 2 2

O

Réponse : c)

On applique la définition donnée dans ’encadré :

(Z) N 2!(nn! i = ”(”2— 1)

1. Détaillons un peu ’expression proposée, pour n € N*, on a :

n! 1 2 3
— = - X — X — X -+ X
n

<
nm n -

33
S|

3

. . 1 . . . .
en effet le premier facteur du produit est égal & — et les suivants sont tous inférieurs ou égaux & 1. Finalement, on a
n

I'encadrement :

2. De méme en détaillant le quotient, on a pour n € N* :

n! 1 2
— = X=X
2

= - >
2n 2 o

X+ X X

n
2

o3
N | =

. 1 . n i
en effet le premier facteur vaut —, le dernier facteur vaut — et tous les facteurs entre les deux sont supérieurs ou égaux

a 1. Il reste a passer a la limite quand n tend vers +oo pour obtenir :

Exercice 2 L 4 : /
De fagon assez surprenante cette limite vaut 7, nous reverrons et démontrerons ceci en cours d’année.

Soient a, b et ¢ trois réels avec a # 0. Dans le cas ou le discriminant A = b? — 4ac est positif, les racines

du trindéme az? + bz + ¢ sont :
b+ VA b= VA
B 2a B 2a

Avec éventuellement x1 = x5 dans le cas ou A = 0.
Puisque 'on dispose de ces expressions, il suffit de vérifier que x; et x5 sont des racines du trinéme :

T et )

b+ VA2 b+ VA
amf—kbxl—kc = a(;> —|—b><+7—|—c
2a 2a
1
- &(bQ — VA A) + o (B bVA) e
1 2

= 0
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De méme, on vérifie que 5 est racine de az? + bz + c.

Nous avons simplement démontré que ;1 et x5 sont des racines du trindme, il reste & démontrer que ce sont bien les seules
racines.
Pour cela, on met le trindme du second degré sous forme canonique :

A (G =
ax vte = al{ztg, 12
r by2 A
= a_(x—l— %> —@] en notant A = b* — 4ac
r b\2 VA2
= a (x + %> - (%) } ici on reconnait I'identité remarquable A? — B> = (A + B)(A — B)

= a(erivL@)(er%*@)

2a 2a 2a

Un produit est nul si et seulement si I'un des deux facteurs est nul, c’est-a-dire :

b VA b VA
r+—+—=0 ou z4+———=0
2a 2a 2a 2a

Ce qui nous donne bien les deux valeurs de x possibles :

i 0
La limite proposée est une forme indéterminée du type 0 On trouve les racines du numérateur et du

dénominateur afin de simplifier la fraction. En appliquant les formules connues, on trouve que l'unique racine de 2 — 4z +4
est 2 et les racines de 2% — 5z + 6 sont 2 et 3. Ainsi , on a :

2 —dr 44 = (x—2)* et 2?2 —5r4+6=(x—2)(x—3)

On en déduit que :
22 —4r+4 . x—2_

7 5et6 aba-3 "

1. Réponse : 2+ V2 et 2 — V2.
On développe le membre de gauche pour obtenir I’équation :
2 —4x4+2=0

Le discriminant vaut 8 ce qui nous donne deux solutions :

4422 4 —2v2
m1:¥:2+\/§etx2:%:2—\/§

2. Réponse : 0, 2 et 3.

On peut factoriser par x pour obtenir :
z(z? =52 4+6) =0

Ce qui nous donne z = 0 ou x? — 5z 4+ 6 = 0, cette derniére équation de degré 2 a pour solutions 2 et 3.
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Réponse : 3

On multiplie I'égalité par (z—2)(z—5) et on simplifie pour obtenir I'équation 27z = 81 (les 2 se simplifient). L'unique
solution est x = 3.

Réponse : \/1+\ﬁ6t—\/l+\ﬁ

On pose X = x? pour se ramener & une équation que 1'on sait résoudre : X2 — 2X — 6 = 0. Les solutions de cette
équations sont :

Xlz].—‘r\/? et X2:1—ﬁ

Il reste & résoudre z2 = 1+ V7 et 22 = 1 — V/7. La seconde équation n’a pas de solution réelle car 1 — V7 <0, la
premiere nous donne les deux solutions annoncées.

7+met7—\/ﬁ

Ré :
éponse 5 5

On multiplie ’égalité par (z —1)? et on simplifie pour obtenir une équation de degré 2 : x® + 7z +4 = 0. On en déduit
les solutions.
-5+ 29)

Réponse : ln( >

On multiplie I’équation proposée par €* ce qui donne 1 — 5% = (e”)z. On pose ensuite X = e ce qui donne :
1 —5X = X2. On résout cette derniere équation sans probléme, les solutions sont :

543 53
Xl:%\/*g ot XZ:%\/*Q

La solution X5 est négative, elle ne pourra pas s’écrire sous la forme e”. Par contre X; > 0 ainsi e* = X; équivaut a
x = In(Xy).

On fait une étude de fonction pour connaitre les variations de f. La fonction f est dérivable sur R et :

flix— 204+ b

b b .
Ona: fl(z) =01z = ~5g7 étant donné que a < 0 la fonction f est donc croissante sur } — o0, —2—} et décroissante sur
a a
[f 2 400 [ La maximum de f sur R est atteint au point d’abscisse o Apres un rapide calcul, il vaut :
a a
f( b ) _dac— b2
2a) 4a
Par contre f ne possede pas de minimum car 111}_1 f(z) = —oo car a < 0.
z—+00

1.

Les racines du trindme sont 2 et 3, d’apres ’encadré de cours ce trinéme est négatif ou nul entre les racines, c’est-a-dire
sur Pintervalle [2, 3].

L’inéquation s’écrit 2 — x > 0. Les racines de 2° — z sont 0 et 1, on en déduit que 'ensemble solution est ] — 00, 0] U
[1, 400

3. Le discriminant de ce trinéme est strictement négatif, on en déduit que pour tout z € R, 2% — 2z + 3 > 0.

4. Cette double inéquation est équivalente & x — 2 € [—6, —5] U [5, 6], c’est-a-dire = € [—4,—3] U [7, §].

5. Déja I'inéquation est définie pour x # —1 et x # 3. Elle est équivalente a :
)

—z+2 x (—z+2)(z+1) —z(x—3) —222 + 4z + 2
< - 0< o< -~ ~—T=
023 71 70= CERICES) R ey

On fait un tableau de signe pour le numérateur (les racines sont 1 — V2et 1+ \/5) et le dénominateur et ’on trouve
que l'intervalle solution est | — 1,1 — V2] U [1 4+ V2, 3[.
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Remarque. Pour résoudre cette derniere équation, ce n’était pas une bonne idée de faire un produit en croix car
le sens de l’inégalité change selon le signe des dénominateurs. D’autre part, avant de résoudre une équation ou une
méquation, on pensera a donner l’ensemble de définition de l’équation ou l’inéquation.

6. Déja I'inéquation est définie pour x > —1 afin que 'expression sous la racine soit positive ou nulle. Elle se réécrit
vax+1 < 11 — x, ceci impose que x < 11 afin que 0 < 11 — z puisqu’une racine carrée est positive. Prenons donc
—1<z<l1ll,ona:

Ve+l<ll—zoz+1<(1l—2)?<0<2?— 232+ 120

Les racines du trinéme sont 8 et 15 et ce trinéme est donc strictement positif sur | — oo, 8[U]15, +00[ et sachant que
—1 <z < 11, on obtient comme intervalle solution [—1, 8].

On remarque que 1 est une solution évidente, on peut factoriser par x — 1 :

23— 627 + 11w — 6 = (x — 1)(2? — 5z + 6)

Le trinéme x? — 52 4+ 6 a pour racines 2 et 3. Finalement 1’équation proposée a pour solutions 1, 2 et 3.

Remarque. Pour trouver des solutions évidentes, on teste 0, 1, —1, voire 2 et —2. On peut aussi essayer i et —i si l'on
cherche des solutions complexes.

On calcule :

f2)=24—4a+4—-4=24—4a

ainsi f(2) = 0 si et seulement si a = 6.
Pour cette valeur de a, on peut mettre x — 2 en facteur :

fx) =323 —62% + 22 — 4 = (x — 2)(32° 4+ 2)

Le trindme 322 + 2 n’a pas de racine réelle. L’équation f(z) = 0 a pour unique solution réelle z = 2.

Remarque. Au niveau du vocabulaire, on parle de solution d’une équation et de racine d’un polynéme. Par exemple 1 et
2 sont les racines de x® — 3z + 2 et ce sont les solutions de x> — 3x +2 = 0.

Exerci 4 : S 1 .
ercice 34| g, teostant certaines valeurs de x, on ne trouve pas de solution évidente. On va étudier les variations de

f:a— a® —3z% 4+ 62 + 2. La fonction f est dérivable sur R et f’ : x — 322 — 62 + 6. Le discriminant de f’ est strictement
négatif ainsi pour tout z € R, on a f’(x) > 0. On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur R. On a :
li =—oc0et li = .
ox_1>r_noof(x) o e l_1>r_~1_100f(a?) +00
e f continue sur R.
e f strictement croissante sur R.

Ceci implique que f s’annule une unique fois sur R.

Remarque. Ce résultat graphiquement évident sera justifié en cours d’année a [l'aide du théoréme des wvaleurs in-
termédiaires.
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11.

12.

13.
14.
15.

© 0N o oW
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Vrai.
Vrai.
C’est faux, en prenant x = 0 par exemple.
C’est faux, en prenant x = y = 0 par exemple.
C’est faux, cette formule ne s’applique pas pour x ou y négatif.
Vrai.
C’est faux pour x = 1 par exemple.
C’est faux pour x = 1 par exemple.
C’est vrai.
C’est faux. On a :
Jn() 4 o~ 1n(3) _ n(s) | eml(g) 5. % 29

Remarque. Les fonctions exp et In sont des bijections réciproques, c’est-a-dire que :

pour tout x € R, In(e”) =z et pour tout x € R, @) — g

C’est vrai. On a :
eEn@ 4 o—In(d) _ (@) —9. % _4
2
C’est vrai, pour x € R, on a :
m(e” +1) =In(e”(1+ 7)) =In(e") +In(l +e™7) =2 +In(e”" +1)

C’est faux, pour x = —2 par exemple puisque In est définie sur R .
C’est vrai.

C’est faux. On a :

In(z+2)=ler+2=ccr=-2

1.

Soit z > 0, & quoi est égal In(x + 1) — In(x) ?

ayn (1+ i) b) In (1~ l) ¢) 0 d) — In(z)

x
Réponse : a)

Pour x > 0, on utilise les propriétés usuelles de la fonction In :

In(z + 1) — In(a) :m(w?) I (1+%)

A quoi est égal In(3%) + In(3%) — In(3°%) ?
a) 1 b) 0 c)e d) cela ne se simplifie pas

Réponse : b)

On a :
In(3%) + In(3%) — In(3%) = In (34;7632) =In(1)=0
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. Soit > 0, & quoi est égal y/In(x)?

1

Réponse : c)

En effet In(e™) =n et In(1) = 0.

1
a) 3 In(z) b) In (ix) ¢) cela ne se simplifie pas d) In(v/x)
Réponse : ¢)
1
Cela ne se simplifie pas. Par contre, on a la formule : In(y/x) = 3 In(z).
. Soit > 0, & quoi est égal 1n(x%) ?
1 4 4 4
a) gln(x) b) 3 In(x) ¢)In (g) + In(x) d) zln (g)
Réponse : b)
D’apres les propriétés usuelles de la fonction In, on a :
ln(x%) = —In(x)
. Soient x et y deux réels, & quoi est égal €™ ?
a) e +e¥ b) e”eY c) cela ne se simplifie pas d) ety
Réponse : ¢)
Cela ne se simplifie pas, la formule qui est correcte est :
Y(z,y) € R?, 1Y = e
. R . ) 1
. Soit z € R, & quoi est égal —7
o
a) ew b) e™® ¢) cela ne se simplifie pas d) —e”
Réponse : b)
1
Pour tout = € R, i e ",
. Le réel (In(4)) x In(v/2) est égal & :
O In(4 + v2) O In(4v/2) O In(2) O (In(2))?
Réponse : d)
1
On a : In(4) x In(v/2) = 21In(2) x 5 In(2) = In(2)2.
. Soit n € Z, In(e") — 2e + In(1) est égal & :
Oe" —2e+e Oe™ —2e On—2e On—2e+1

. In(2 4 V3) + In(2 — V/3) est égal & :

1 1

01 0o 04 O +
2+v3 2-3

Réponse : b)
On a:

In(2+v3) +In2 - V3=In(2+v3)(2—V3)) =In(4 - 3) =In(1) =0
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1. A =1n(96) = In(2° x 3) = 5In(2) + In(3)
2. B=1In(2° x 3°) = 5In(2) + 51n(3)
3. C= ! = !
In(22 x 3)  2In(2) + In(3)
4. D =—1n(12) = —21n(2) — In(3)
5. F=1n((2 x 3%) x (22 x 3%)) = 31n(2) + 41n(3)
6. F =1n(48) = In(2* x 3) = 41n(2) + In(3)

1.

2.

10.

11.

12.

13.
14.

15.
16.

lim Ll(l‘)

= 0 d’apres les résultats usuels de croissances comparées.
r—+o0 X

lim zln(x) =0 d’apres les résultats usuels de croissances comparées.
z—0t
efl’
lim — =0, ce n’est pas une forme indéterminée.
r——00 I
e’ —1
hn%) = 1, c’est une limite usuelle qui se calcule a ’aide d’un nombre dérivé, voir le paragraphe 6.3 sur les
r—r X
limites.
e.’l}
lim — = 400, ce n’est pas une forme indéterminée.
z—0t T
xr
. e . , . ,
lim — = 400 d’apres les résultats usuels de croissances comparées.
T—+00 I
lim xze® = 0 d’apres les résultats usuels de croissances comparées.
Tr—r—00
In(1+ =z . . .
hr% g =1, c’est une limite usuelle qui se calcule a I'aide d’un nombre dérivé.
T—r X

lim ze® = 0, ce n’est pas une forme indéterminée.
x—0

lim xze® = 400, ce n’est pas une forme indéterminée.
Tr—r+o0

HIrgxln(a:) = 31n(3), par continuité de z — z In(x).
z—

In(1+2
lim M =1 en effet :
x—0 2z
In(1+2 In(1
lim A2 g, A Fy)
z—0 2x y—0 Y
. In(z) o .
lim = —00, ce n’est pas une forme indéterminée.
rz—0t T

lim xln(xz) = 400, ce n’est pas une forme indéterminée.
r—+o0

Cette limite n’a pas de sens car In est définie sur R .

On a:
In(1+2z) In(l+22)

3z 2z

2
X —

3
In(1+2z) 2

Ainsi lim ———= = —.
z—0 3x 3




. Donner tous les réels z tels que : e2*T! = 3.
1
Réponse : 5(111(3) —1).

1
On applique la fonction ln, I’équation est équivalente a 2z + 1 = In(3) ce qui donne z = i(ln(S) —1).

. Donner tous les réels z tels que : €*® 4+ 5¢% — 6 = 0.
Réponse : 0.
On change d’inconnue en posant X = e”, étant donné que e** = (¢”)?, on obtient :
X?+5X-6=0
Cette équation se résout sans probleme, elle a pour solution :
Xi=1o0u Xy =-6

On en déduit que ’équation de départ a une solution xz; = In(1) = 0 puisque —6 = €” n’a pas de solution.

. Donner tous les réels z tels que : In(In(z)) < —2.

-2

Réponse : ]1,e° |

Cette inéquation est définie pour In(z) > 0, c’est-a-dire > 1. On applique la fonction exponentielle, I'inéquation est

—2

. \ N . —2
équivalente & In(z) < e™%, clest-a-dire z < e .

22 "
. Trouver tous les réels z tels que : e® 76 < &%,

Réponse : [2,3]

On applique la fonction exponentielle, Pinéquation est équivalente & 2% 4+ 6 < 5z, c’est-a-dire 2% — 52 + 6 < 0. Le
trinéme z2 — 5z 4 6 est négatif entre ses racines qui sont 2 et 3.

. Trouver tous les réels z tels que : In(z — 2) + In(z + 3) = In(2).
—-1++/33
2

Cette équation est définie pour x > 2 étant donné que In est définie sur R’. Pour z > 2, on a :

Réponse :

In(z —2)4+In(z+3)=In2) ©In((x —2)(z+3)) =In(2) & (z —2)(z + 3) =2
On poursuit le calcul :
(x—2)(z+3)=2e2+r-6=2c2"+2-8=0

Cette équation a pour solution :
-1++33 —-1—-+/33
= —c¢ctaxyg = —"—"—
2 2
Seule la premiere solution convient car elle est supérieure a 2.

T

1
. Donner tous les réels = tels que : In(z)? + =2.
In(z)?
Réponse : eect e !
On factorise a ’aide d’une identité remarquable :
In(z)? + ! —2(:)(1n(9;)— ! )2—0
In(z)2 In(z)/
1
C’est-a-dire In(z) = @) ou encore In(z)? = 1. On en déduit que In(z) = 1 ou In(x) = —1 d’on le résultat.
n(z
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7. Donner tous les réels = tels que : 2In(z) + In(z + 1) > In(2® — 22 + ).

1
Réponse : b,Jroo[

L’inéquation est définie pour > 0, 2 4+ 1 > 0 et % — 2% 4z > 0. Cette derniere inéquation se résout en factorisant :
-t =a(@® -z +1)

2

Le trindme z“ — x + 1 est strictement positif, son discriminant étant strictement négatif.

Finalement I'inéquation est définie pour x > 0. Elle est équivalente a :
In(z*(z 4+ 1)) > In(a® — 2 + 2)
La fonction In étant strictement croissante sur R’ , on obtient :
2(x+1)>a% -2’4z

En simplifiant, il vient (22 — 1) > 0. Cette inéquation se résout sans probléme, avec un tableau de signe par exemple

1
et on trouve l'intervalle solution | — oo, 0] U b, 400 [ Sachant que x > 0, on en déduit que 'inéquation de départ a

. 1
pour ensemble solution : [5, 400 [

1
8. Trouver tous les réels x tels que : 5(6”” +e ) > 1.

Réponse : R.

L’inéquation se réécrit :

cette inégalité est vérifiée pour tout x réel.
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1. La fonction f est définie pour les réels x tels que /22 +1 — 2 > 0 car la fonction In est définie sur R’ . Pour tout

z€R,ona:
Ve +1>vae2=|z| >z
C’est-a-dire que pour tout z € R, /a2 +1—2x > 0.

2. On va utiliser la méthode de la quantité conjuguée. Soit x € R, on a —x € R et :

oo =TT ) = (TLEAOETL2) y(L ) o 5T =i

La fonction f est impaire.

Vous avez vu que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0, nous le justifierons cette année.
Par contre, elle est bien continue en 0.

2

2 o 1 2

A=12-V3|—|3-2V3|=2—-V3—-(2V/3-3)=5-3V3
en effet [2 — V3| =2 — V3 car 2> V3 et |3 —2V3| =23 — 3 car 2V3 > 3.

Remarque. L’erreur a ne pas commettre est de simplifier directement la racine carrée et le carré ainsi :

A=2-V3-(3-2V3)

1. x =36 ou x = —36.
2. z appartient & Uintervalle [—4, 4].
3. x appartient & I’ensemble | — 0o, —7[U]7, +00[.
4. x appartient & 'ensemble | — 5, —2] U [2, 5].
5. On a:
lt—2|<9& -9<2-2<9& —T<z<llexze[-T711]
6. On a:
[x+1>4dezr+1>4douz+1< -4 x>3oux<—5& €] —oo,—5] U3, +oo]

7. On a: ) 1

\x+1|:|x—2|(:)x+1:x—2oux+1:—a:+2<:>1:—20ux:§(:)x:5
8. Cette équation est équivalente & 2% — 5z = 4 ou 22 — 5z = —4, c’est-d-dire 22 — 5z —4 =0 ou 22 — 5z +4 = 0.

La premiere équation a pour solution :

54 V41 5 — /41

1= —F— et To =
! 2 2 2

La seconde équation a pour solution :
3 =1 et x4 =4

Les 4 solutions de I’équation sont x1, x3, 3 et x4.
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Brorcice 1] o, ,
|r—a|<es —c<zr—a<es-c+a<z<e+a

Les réponses 1 et 3 sont correctes.

1. Par définition de la valeur absolue, cette équation est équivalente a x € R_.

2. Si z vérifie cette équation, on a nécessairement x 4+ 4 > 0 donc x > —4. Pour = > —4, en élevant au carré, I’équation
est équivalente a |z + 3| = z? 4 82 4 16. Ce qui nous donne les deux équations :

z+3=2>4+8+16 ou z+3=-2’-8x—-162>+7x+13=0 ou 2°4+92+19=0

La premiere équation n’a pas de solution réelle car elle a un discriminant strictement négatif. La seconde équation a

-9+ 5 -9—-+5
pour discriminant 5, les solutions de 1’équation sont T\[ Cependant la solution T\[ est a exclure car elle
-9 5
est inférieure a —4. L’unique solution est %ﬁ
2,2 1— 9222 4
) <1, cest-a-dire : —1 < 1o dr <1.
14222 + 24

1—x
1422

3. On éleve au carré, l'inéquation est équivalente a —1 < (
Cela donne :
14 222 4+ z* — 422 —4x? —4x?

-1< <l -1<14+————<1&-2<————<0
- 1422242t T - +1+ x4+ xt T 14222424 T

L’inéquation de droite est toujours vérifiée. Sachant que le dénominateur est toujours positif, I'inéquation de droite
est équivalente & :
—2z% — 42 — 2 < —4a?

Ce qui donne —2 < 2z*, ce qui est vérifié pour tout z € R.

Remarque. On peut aller plus vite en écrivant si l’on connait l'inégalité triangulaire : pour tous a et b deux réels
la +b| < |a| 4 [b]. On a alors :

S+ T 1422 1422

17x2‘7 |1 — 22| < 14| —2?]  1+a?
1+ 22

4. 11 va falloir distinguer plusieurs cas selon le signe des expressions présentes dans les valeurs absolues.

1
e Six> > ona:x+1>0et2x—12>0. Dans ce cas I'inéquation devient :

z+1-2z-1)<le -—2x4+2<leszx>1
Les réels de l'intervalle [1, 4o00] sont solutions.

1
eSixe [— 1, ﬂ, ona:x+1>0et2zx—1<0. Dans ce cas, I'inéquation devient :

r+14+2x-1)<lez<

Wl

1
Les réels de l'intervalle [ -1, g} sont solutions.
e Enfin, si x < —1, les deux expressions dans les valeurs absolues sont négatives. Dans ce cas, 'inéquation devient :
—(z+D)+2z-1)<1lex<3

Les réels de l'intervalle | — 0o, —1] sont solutions.

S:}—oo,
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1. L’inéquation est équivalente & 3v/3 — 3z = 2z — 2v/2, c’est-a-dire z =

3v3 + 22
3 .
2. Tout d’abord, I’équation est définie lorsque les quantités sous les racines carrées sont positives, c’est-a-dire pour

4
T € [ -5, g} Les deux membres étant positifs, on éleve au carré :
(B) & (V6—2+V3—1)?=(r+5+V4—3z)
& 9-224+2vV6—2v3—2=9—-22+ V2 +5V4 -3z

s V6—2V3—x=+vVr+5V4— 32 on éléve encore au carré
& (6—2)3—2)=(r+5)(4—3x)

& 22 4+2x—-1=0 apres avoir développé

& xr=-lou x= =
2

Les deux solutions trouvées appartiennent bien a I’ensemble de définition de I’équation.
3. L’équation est équivalente & 2> = 1, 'unique solution réelle de cette équation est z = 1.

4. Soit x € R, équation se réécerit : 22° + (x + 1)® = 0 ou encore (Q%x)?’ = (—(x +1))3. Si les cubes de deux nombres
1

réels sont égaux, c’est que les deux nombres sont égaux. On en déduit que Qg = —x — 1, dou z = T
+ 23

i 1
La valeur z = G ne peut clairement pas étre solution de ’équation de départ car x est nécessairement

positif. Le probléeme vient de la premiere équivalence, de fagon générale, pour a et b deux réels, il est faux d’écrire :

a=b<a? =0

Vous pouvez prendre a = 3 et b = —3 pour vous en convaincre. Si a et b sont positifs, I’équivalence ci-dessus est par contre
valide. On peut corriger la rédaction ainsi :

1
2_ 1,2 2 _ 2 _ — = 4+
\/3x21x@{ix>01 . @{il;ol @{x>02 s V2 =
2 2 > >

L’unique solution de I’équation est donc —.

V2

C’est faux, on peut prendre a = 3 et b = 3.

C’est vrai.

C’est vrai.

C’est vrai.

C’est vrai.

C’est faux, on peut prendre a =b=0,c=1¢et d =3.
C’est vrai.

C’est vrai.

© X NSO WD =

C’est vrai, on multiplie par —1 l'inégalité ¢ > d, ce qui donne —c < —d et on somme les inégalités pour obtenir en
effet a —c<b—d.

10. C’est faux, on peut prendre a =1, b=1¢et c = —1.
11. C’est vrai.



12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

29.

C’est faux
C’est faux
C’est vrai.
C’est faux
C’est faux
C’est faux
C’est vrai,
C’est faux
C’est vrai,
C’est faux
C’est vrai,
C’est vrai,
C’est faux
C’est faux
C’est faux
C’est faux

C’est faux
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,on peut prendre a =1, b =2 et ¢ = 0.

,on peut prendrea=b=c=—-1letd=1.

,on peut prendrea =c=—-2etb=d=—1.
,on peut prendre a = -2, b=—-1,c=1etd=1.
,on peut prendrea =c=—-2etb=d=1.

la fonction racine carrée est croissante sur R.
, on peut prendre a = —2 et b= 1.

la fonction carrée est croissante sur R.

, on peut prendre a = —2 et b = —1.

la fonction carrée est décroissante sur Ry .

la fonction cube est croissante sur R.

, on peut prendre a =1 et b = 2.

, on peut prendre a =1 et b = 2.

, on peut prendre a = —2 et b= —1.

,on peut prendrea=b=c=1et d= —1.

,on peut prendrea=b=c=1et d=2.
1 1

C’est vrai, on prend l'inverse dans la seconde inégalité pour obtenir 0 < — < = et il reste enfin a multiplier les

d

o

inégalités (qui sont bien toutes les deux positives) pour conclure.

Exercice 49|, Pour x 4+ y, on somme les inégalités :

pour avoir :

pour obtenir :

1

3

1 1
< 2
¥y~ b

obtenir :

—3<zr+y<l1
e On multiplie la seconde inégalité par —1 : 5 > —y > 3, c’est-a~dire : 3 < —y < 5. On somme les inégalités
d<r—y<9
eOna2<z<4et3 < —y <5, ces deux inégalités étant positives, nous pouvons les multiplier entre elles
6<—2y<20& -20<2y < —6

e On part de l'inégalité sur y, les nombres mis en jeu étant de méme signe, on peut prendre 'inverse :

1 1
On multiplie par —1 : 5 < ——< 3 On multiplie cette derniere inégalité avec celle portant sur x pour
Y
2 < Z < 4 - 4 < z 2
5 y 3 3 y~ 5

Exercice 50 . N s
Il y a plusieurs cas a considérer :

e Siz <0, il est clair que 22 > x.

e Si 0 <z <1, on peut multiplier cette inégalité par z (qui est positif) pour obtenir 0 < z? < z.

e Enfin si > 1, en multipliant par z, il vient 2% > x.

L’inéquation est définie si x # 0.

e Si z < 0 I'inéquation est clairement vérifiée.

2 T
e Si z > 0, la fonction inverse étant strictement décroissante sur R’} : — <1 & 5 >l x> 2.
x
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L’ensemble des solutions est | — oo, 0[U]2, +o0].

On dit qu'une fonction définie sur une partie D de R est croissante si pour tousa € D et b€ D, on a :
a<b= f(a) < f(b)

On dit qu'une fonction définie sur une partie D de R est décroissante si pour tous a € D et b € D, on a :
a<b= f(a) > f(b)

On dit qu’'une fonction définie sur une partie D de R est strictement croissante si pour tous a € D et b € D, on a :
a<b= f(a) < f(b)

On dit qu’'une fonction définie sur une partie D de R est strictement décroissante si pour tous a € D et b€ D, on a :
a<b= f(a) > f(b)

1. C’est faux, on peut prendre comme contre-exemple la fonction constante égale a 1, définie sur R avec a =2 et b= 1.
Cette fonction est bien croissante d’apres la définition mais elle ne vérifie pas la propriété de la question.

2. C’est vrai. Supposons par 1’absurde que f(a) < f(b) et @ > b. Comme a > b et f strictement croissante, on en déduit
que f(a) > f(b) ce qui est contradictoire avec notre hypothese de départ. On en déduit que I'implication est vraie.

C’est faux, on peut prendre par exemple les valeurs suivantes : @ = 234, b = 270, ¢ = 81, d = 87, a’ = 55,

b =80, ¢ =192 et d’ = 263. Il faut utiliser la calculatrice pour le vérifier.

1. Cette inéquation est définie pour x # 5. Ce quotient est positif si et seulement si le numérateur et le dénominateur

sont de méme signe. C’est-a-dire si et seulement si z > 5 ou x < —3

S= ] — 00, —%}U]S, +0o0]

2. C’est inégalité est vérifiée pour tout = € R, en effet :

Vai+l>vVaz=lz| >z

3. 1l est exclu d’élever directement les deux membres de cette inégalité au carré puisque = — 1 peut étre négatif. Il faut
distinguer plusieurs cas en remarquant avant tout que pour que l'inéquation ait un sens il faut que x > —2.
» Si —2<ax<1alorsz—1<0. Ainsi, il est clair que x — 1 < vz + 2 puisque qu’une racine carrée est positive. Les
réels de U'intervalle [—2, 1] sont solutions.
» Siz > 1, les deux membres de I'inégalité sont positifs et dans ce cas :

r—1<Vr+2er?—2r+1l<z+222-3x—-1<0

3+\/ﬁet 3-V13

Les racines du trinéme 22 — 3z — 1 sont 21 = r9 = ————. Ce trindme est strictement négatif entre ses

racines, ¢’est-a-dire sur U'intervalle : Jzo, 21 [. Il faut tenir compte de la condition initiale : z > 1. Les réels de l'intervalle

gee

sont solutions.

23+\/ﬁ[
)

L’ensemble des solutions est [ —
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4. Cette inéquation est définie pour tout x réel puisque : Vo € R, |z — 3| > 0. Déja, si x < 1, 'inéquation n’a clairement
pas de solution car y/|z — 3| > 0. Dans la suite du calcul, on prend = > 1, ainsi les deux membres de I'inégalité sont
positifs et :

v = 3] < (& — 1)2
—(x—1)*<z-3<(z—1)2

2?42 —1<x-3<z?-22x+1
—x2—|—2x—1§x—3etx—3§x2—2x+l
22— —-2>0ect 2> —32+4>0

Vie=-3<z-1

(R R

Le premier trindme a pour racines —1 et 2 donc 2% — x — 2 > 0 si et seulement si x €] — oo, —1] U [2, +o0[. Le second
trinéme est toujours strictement positif puisque son discriminant est strictement négatif. En tenant compte du fait
que dans ce calcul x > 1, on obtient :

S = [2,+o0]
On note Ly et Ly les lignes des systémes proposeés :
1.
20-3y = 5 - 20 -3y = 5 (Ly) sl = 22
—dz+Ty = 3 Y = 13 (2L + Lo) y = 13
2.
20 -3y = 5 _
{ by = —10 THE W=D

car Lo se déduit de L; par une multiplication par —2. Dans ce cas ’ensemble des solutions est la droite
d’équation 2x — 3y = 5. Il y a une infinité de solutions.

3. En effectuant la combinaison 2L; + Ly, on obtient 0 = —2 ce qui montre que le systéme est incompatible et que
I’ensemble des solutions est ’ensemble vide.

(Exorcice 56] o, ,

z+10y—3z = 5 —z4+y+z = -3 (L3z)
2e—y+2z = 2 & 11y — 22 = 2 (L1 + L3)
—rz4+y+z = -3 Y+ 4z = —4 (Ly+2Lj3)
—z4+y+z = -3
& Y = 0
z = -1
r = 2
& y = 0
z = -1

1. Ona:
cos(a — b) = cos(a + (=b)) = cos(a) cos(—b) — sin(a) sin(—b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

2. Ona:
sin(a — b) = sin(a + (—b)) = sin(a) cos(—b) + cos(a) sin(—b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)
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3. On somme les deux formules suivantes :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)
et on divise par 2 pour obtenir :
1
cos(a) cos(b) = i(cos(a + b) + cos(a — b))

4. De méme, en retranchant les formules donnant cos(a — b) et cos(a + b), on a :
. . 1
sin(a) sin(b) = §(cos(a —b) — cos(a + b))

5. On somme les deux formules suivantes :
sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

sin(a 4 b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
et on divise par 2 pour obtenir :
1
sin(a) cos(b) = E(sin(a +b) +sin(a — b))

6. On a:
cos(a+ b+ c) =cos(a+ (b+ ¢)) = cos(a) cos(b + ¢) — sin(a) sin(b + ¢)

et on développe a nouveau :
cos(a + b+ ¢) = cos(a)(cos(b) cos(c) — sin(b) sin(c)) — sin(a)(sin(b) cos(c) + cos(b) sin(c))
On obtient :
cos(a + b+ ¢) = cos(a) cos(b) cos(c) — cos(a) sin(b) sin(c) — sin(a) sin(b) cos(c) — sin(a) cos(b) sin(c)
7. D’apres les formules d’addition, on a :

cos(a) + cos(b) = cos(a;rb+a;b)+cos(a;rb—a;b)

= cos(a;b)cos(a;b> —sin(a;b)sin(agb)—i—cos(a_'—
= QCOS(G;—Z)) cos(a;b)

8. On procede de méme qu’a la question précédente en écrivant a =

eos (7)o ()i ()

a+b a—2»> a+b a-—2»>
+ et b= -
2 2 2 2

sin(a) — sin(b) = 2 cos (a —21- b) sin (a ; b)

pour obtenir :

1. D’apres les formules de linéarisation, on a :

On en déduit que cos (1) =+

1 et sachant que cos (1%) > 0, on en déduit que :

s () = 7
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2. Avec l'indication de I’énoncé, on a :

o () = () om G ox () = 5 e (5) -

2
2

ol%
o5
“%
-5

N =

) s , . . R . .
Remarque. Les deuz expressions de cos (E) trouvées donnent bien la méme valeur, méme si les expressions ne sont

pas les mémes.

(
2. On a cos ( %
3 onasin(—%”):sm(—g—%):sin —%):—1
4. Onacos (= ) = cos (= % ) = cos (Zx) = —cos (1) = -2
5 onacos(277T = cos(97) = cos(m) = —1
n (

—31%):Sin(—%—fnr):—sin(%—i-’fm):—sin(%ﬁ-w):sin(%):%

1. On utilise la définition pour trouver :

tan(0) = 0, tan (%) =

T
La fonction tangente n’est pas définie en 5

2. e La fonction tangente est définie en tout réel x tel que cos(x) # 0. Or

cos(z) = 0 < cos(x) = cos (g) S = g 27] ou z= —g 27 & x = g [7]
L’ensemble de définition est D = R\ {g +kr, ke Z}.
e Soitx e D,onax+m€eDet:
tan(z + 1) = sin(z + ) _ - sin(zx) ~ tan(z)

cos(z +7)  —cos(x)
La fonction tangente est m-périodique.
e Soitxz € D,ona —x €D et:

tan(—z) = sin(—zx) _ — sin(x) — _tan(z)
cos(—x) cos(x)

3. La fonction tangente est dérivable sur D comme quotient de fonctions dérivables sur D et d’apres les formules pour
dériver un quotient, on a pour tout z € D :
~ cos(x) cos(x) —sin(z)(—sin(z))  cos?(z) +sin’(z)  cos*(z) = sin’(x)

cos?(x) B cos?(x) - cos?(x) + cos?(x) =1+ tan’(z)

tan’(z)

T
La fonction tangente étant m-périodique, il suffit de faire I’étude sur } ~3'5 [ et de compléter la courbe représentative

par translation de vecteur k ionkeZ.
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T
La dérivée étant strictement positive sur ] — 55 {, on en déduit que la fonction tangente est strictement croissante

mom
sur ] - =, = [ De plus lim = —ocoet lim = +oo (ce ne sont pas des formes indéterminées). Ceci nous permet
2°2 x~>7%+ T3
d’obtenir le graphique suivant :
4_
3_
2_
11
7 T T 3
2 -1 2 9
-2
4_

4. Pour (a,b) € R?, on a :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a 4+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Pour a # g [7], b # g [r] et a4+ b # g [7], afin que les tangentes mises en jeu soient définies, on a :

sin(a) cos(b cos(a) sin(b
tan(a + b) _ Sin(a + b) _ Sin(a) COS(b) + COS(a) Sin(b) o cosia; cos((b% + Coséa; cos%b)) . tan(a) + tan(b)
~ cos(a+0b) cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b) Coﬁga; CO?EZ% — Siffgag Sin‘((‘;))) ~ 1 —tan(a) tan(b)

5. On utilise la formule cos? (%) +sin? (%) =1 que P’on divise par cos? (%) qui est non nul par hypothese de 1’énoncé,

on obtient : .

Lo () =L
2 cos? (%)

2 2
Finalement :
1 1+ cos(w) (@) 1—t2
= cos(a) =
1+¢2 2 14+ ¢2

Dans cet exercice, on utilise les rappels sur les équations trigonométriques données dans I’encadré.

1. On a:
2

1 2m 2m
cos(x) = 3% cos(z) = cos (§> S xr=—

3 [27] ouz = -3 [27]

2. On a:

1
sin(2x) = —= & sin(2z) = sin (f) &2 = % [27) ou 2z =7 — % 27 & x=

NG 1

g[w]oux:§[7r]

Remarque. Vous avez remarqué que l’on divise aussi "le modulo”, avez-vous compris pourquoi ?
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3. Ona:
cos(x) = sin(x) < cos(z) = cos (g —:13) S r= g —x 27l oux = —g +z2n) ez = g [7] ou g =0 [27]
Cette derniere condition étant impossible, on en déduit que x = % [7].
4. On a:
. . 0 7r 0
cos(x)sin(3z) = 0 < cos(x) =0 ou sin(3z) =0 & x = 5 [floudz =0 [r] & a= 5 [f] ouz =0 [g}
5. L’équation est équivalente & :
(2 7r) (7T 37r> o9 m s (2n] 9 T +7r 21] & s {271’] 7 [27]
cos 2z — =) =cos|=—2x— — T——=—-x—— ou2xr——=x+ — r=—|—|oux=—
3 2 1 3 1" 3 g " 363 12 7
3
6. On pose X = cos(z), ’équation devient X2 - §X — 1 = 0. On résout sans difficulté cette équation de degré 2 qui a
1 1
pour racines 2 et —5 L’équation cos(xz) = 2 n’a pas de solution et ’équation cos(z) = —3 a pour solutions les réels
x tels que :
2 2
z=T 27] ou xz= -z [27]
3 3

3 T
1. On a cos(z) > - si et seulement si x € [— 5 E} modulo 27, c¢’est-a-dire que si et seulement si x appartient a 'un

des intervalles {— T + 2k, T + 2k7r} avec k € Z.

6 6
. 1 . om m Ny . . . R
2. On a sin(z) < —3 si et seulement si x € ] ~ 5 _6{ modulo 27, c’est-a-dire que si et seulement si x appartient a
5
I’un des intervalles } — g + 2k, —% + 2k7r[ avec k € Z.

1 3 2 7
3. On a —3 < sin(2z) < g si et seulement si 2x € } — % + 2k7r,§ + 2k7r} U [% + 2k, % + 2km|, c’est-a-dire
Fis s 7 T
- = z z =z Z.
T € 12+k77,6+k;7r}u[3—|—k7r,12+k77} avec k €
4. On se ramene a une inéquation de degré 2 :

x x x
. (T 9 cos? (7) — cos (7) _1
cos(x) > cos <2> & 2cos” (3 cos { 5 >0

& [2c0s (g) +1] [ cos (%) ~1] >0

& 200S<§)+1<0 et cos(%);«él

T 1 T
Vw2 et T£0[2
& COS(2)< 2et 27&0[%]

2 4
& ge}i—&—ka,l—i—ka{aveckeZ et x#0 [4n]

3 3
4 8T
& xe}?—&—élkw,?—&—élkw[ avec k € Z et x # 0 [4n]

Exercice 63 On met en facteur 2v/2, on reconnait des valeurs connues pour le cosinus et le sinus puis on utilise la

formule cos(a — b) cela donne :

V2 cos(z) + V6 sin(z) = 2\/5(% cos(z) + ? sin(x)) = 2\@((:08 (g) cos(z) + sin <g> sin(x)) = 2v/2cos (x - g)
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Une fois cette transformation faite I’équation se réécrit :

2\/5005(1‘—%)22<:>COS<1‘—§)=%

T s T

T
S _— — = S —_— = —_— 2 =
@cos(x ) cos(4><:>x B [27] ou x 1

: 2r]

Remarque. Plus généralement, on peut transformer une expression de la forme acos(x) + bsin(x) en mettant en facteur

Va2 + b2.

Exercice 64]

1. A quoi est égal 77 ?

a) 1 b) i c) —i d) -1
Réponse : ¢)
On sait que 72 = —1 donc i = —i et i* = 1, on en déduit que :
iT =it x i =1 x (—i) = —i
2. A quoi est égal (1 —2i)(—1+ 3i)?
a) 5+ 5i b) =7+ 5i c) =5 —5i d) =7 —5i

Réponse : a)

On développe :
(1-2i)(—143i)=—-14+3i+2i+6=5+5¢

N 1
3. A quoi est égal = 7
i
a) i b) —i c)1—i d) —1+4

Réponse : b)

On multiplie le numérateur et le dénominateur par i pour obtenir :

1 i 1
- = - - = — = —3
) TX1 -1
4. Aquoi est égal -7
—1—1
1 1, 1 1. 1 1. 1 1.
a) 5 +5 bl 53 ) =335 =5 +3

Réponse : d)

La technique consiste a multiplier le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur :

LN RS St AN Sl S S
—1—4  1+i (1-91+d) 2 2 2
. 2 — 3i
5. A quoi est égal ?
quol est éga. 119
44T 4— —7i 4-Ti
a) — + 7 b) ) o) 9—Ti d) 7i
5 5 5 5

Réponse : a)
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11.

On applique la méme méthode qu’a la question précédente en multipliant par le conjugué du dénominateur :

29

2-3i (2-3)(1-2) 2-4i-3i-6  4+Ti
1+20  (1—20)(1+2i) 5 B 5
A quoi est égal (14 )% ?
a) 2+2¢ b) 2 —2; c) —2+2i d) —2—2¢
Réponse : ¢)
Ona: (1+1i)*=1%+2i+ (i)? = 2i. On en déduit que :
(1+4)3=2i(1+4i)=—-2+2i
Quel est le nombre qui élévé au carré vaut ¢ 7
1 1 1 1 1 1 1 1
a) — + —i b) —— + —i ¢) =+ =i d) — — =i
VRN V- )37 )32

Réponse : a)

On a:

A quoi est égal 2(—i 4+ 1)(—2i)(—i — 1)(=1 =) (i — 1) ?
a) 16i b) —16i c) 16 d) —16

Réponse : a)

On réorganise les termes et on simplifie quelques signes — :

=i+ 1)(=2i)(—i — 1) (=1 — i) (i — 1) = —4i(1 — i)(1 4 i)(1 + i)(—1 + i) = —4i x 2 x (—2) = 16i

Soit z € C, & quoi est égal i(z — 1) ?
a) iz —1 b) iz 41 c) —iz —1i d) —iz +i
Réponse : d)

On utilise les propriétés usuelles de la conjugaison pour obtenir :

i(z—1)=iz—i=iz—i=—izZ+1

Quels sont les nombres complexes z solutions de Péquation 22 — 2242 =07

a) i et —i b) 1+ietl—i4 c)—l+iet —1—1 d)2+2iet2—2¢

Réponse : b)

Le discriminant de ce trindme est : A = —4. Il y a deux racines complexes conjuguées :
2+ 2i 2—2i
21 = _; =14z2et z9 = 5 =1-—1

Quels sont les nombres complexes z solutions de 1’équation 22 4 (1 — i)z—i=07
a) let —i b) 1 et c) —1et —i d) —letq
Réponse : d)

On vérifie que —1 et ¢ sont des solutions de ’équation proposée.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

1
Quel est le module de 34 ?
1 1 1 1
a) — b) ——= ¢) o2 d) ¢
) 7 ) =7 ) % )5
Réponse : d)
On a:
’ 1 ‘ _ 1 _ 1 _ }
—3+4il  [—-3+4i] J(32+4 5
A quoi est égal €' ?
V3 1 1 V3 V2 1 V2 V2
Y24y b) = + —j — + d) —+ —1i
a)2+2z )+21 c)2+22 )2+2
Réponse : a)
On a:
iz 3 1
e's = cos (%) + isin <6> = g + 5
A quoi est égal —e's ?
a) &' b) ¥ ¢)e s d) e '
Réponse : b)
On a:
Lel® — il T — i i
A quoi est égal €73 7
a) 1 b) —1 c)i d) —i
Réponse : d)
On a:
671’% _ 62i7r+i7r+i% — e21"/1'6'£7r6i% —1x (71) X 1= —1i
A quoi est égal e 2% ?
1 1 1 1 1 1 1
a) — + —=t b) ——+ —=i¢ c) ——= — —i d) —
CRRY, R R G
Réponse : b)
On a:
e = BT T — 31T — o <—) + isin (—) = L + L
4 V2 V2
A quoi est égal €i% ?
1 3 3 1 1 3 1 3
o Ly V3, V3L o L_V3, @ LoV,
2 2 2 2 2 2 2 2
Réponse : ¢)
On a:
— 1 3 1 3
o = cos () +isin (3) = 5*% =3 %’
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19.

20.

21.

22.

23.

31

1
Soit 6 € R, & quoi est égal — 7
e
a) e'v eis c) e d) —e'

Réponse : ¢)

D’apres les propriétés usuelles de I’exponentielle complexe, on a :

A quoi est égal '3 x e7'1 7

a) e’z b

S~—
o
l
-
l\?‘
o
N
\
e
S
-
N
o,
S~—
o
-
o3

Réponse : a)

D’apres les propriétés usuelles de I’exponentielle complexe, on a :

|4

= e'12
Soit € R, & quoi est égal ie?? ?
g . i im
a) ela b) 619-&-5 C) et9+t2 d) et@ i
Réponse : ¢)
On a:
1610 — ezg 0 610+1§

Quelle est la forme trigonométrique de 1 — /37 ?

0 g (cos (4 (5)) v g(eos(G)rism(-5)) 9 2(cos (P4 (5)) @2(con(~F) 41 (-3))

Réponse : d)

On commence par calculer le module :

|1 —V3i| = /12 + (—V3)2 =2

On met en facteur le module :

. V3. ™ . ™
1—\/3222(%—732)=2(cos<—§)+zsm(—§))

1
Soit z un nombre complexe de module 1, a quoi est égal — 7
z

a) b) —z c) —Z d)z

Q| =

Réponse : d)

Si z est un nombre complexe de module 1 alors :

2Z=|z>=1

1
On en déduit que : — = Z.
z

Quelle est I'image des points du plan complexe d’affixe z € C tels que |z +i| <27
a) le disque de centre A(i) et de rayon 2 b) le disque de centre A(i) et de rayon v/2
¢) le disque de centre A(—i) et de rayon 2 d) le disque de centre A(—i) et de rayon v/2
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Réponse : ¢)
Pour z € C,on a :

lz+i <2 |z—(—i)] <2

Géométriquement cela signifie que la distance du point M d’affixe z au point A d’affixe —i est inférieure ou égale a
2. L’ensemble recherché est le disque de centre A et de rayon 2.

0 _ 1
24. Soit 0 €] — m, [, & quoi est égal zif)ﬁ ?
sin(§) b sin(§) sin(9) q cos(4)
2) Zcos(g) ) 7Zcos(g) ¢ Zcos(Q) ) Zcos(g)
2 2 4 1

Réponse : a)

On peut déja remarquer que le dénominateur n’est pas nul car e’ # —1 lorsque 6 €] — m,7[. On met artificiellement
en facteur '

e —1 €5 —eTis) e —e7i3 2isin(§)  isin(§)
e +1 €5 (e'5 + e~i8) T et peit 2cos(%) B cos(9)
Ceci en utilisant les formules d’Euler.
Complexe | A| B |C| D E

1
Module | 5 | 4v2 5 | 128 \/6+2v2

Argument | 7w | —

I
(S
wl
S

On cherche les nombres complexes w = a + ib avec a € R et b € R tels que w? = —3 — 4i. On a
2

w? = a® — b* + 2iab en identifiant les parties réelles et imaginaires, on a :

a>—b*=-3 (1) et 2ab = —4 (2)

On peut également obtenir une troisieme équation car |w|? = | — 3 — 4i| = 5 ce qui donne a® +b* =5 (3).

On effectue (1) + (3) pour obtenir 2a = 2 donc a = +1. On effectue (3) — (1) pour obtenir 2b* = 8 donc b = +2.

De plus I’équation (2) nous apprend que a et b sont de signes opposés, on conserve donc @ = 1 et b = —2 ce qui nous
donne le complexe w =1—2i et a = —1 et b = 2 ce qui nous donne w = —1 + 21.

Par un calcul direct, on vérifie que (1 —2i)? = —3 — 4i et (—1 + 2i)* = -3 — 4.

Remarque. Nous verrons cette année qu’étant donné un nombre complexe non nul z, il existe exactement deux nombres
complezxes (opposés 'un de Uautre) qui au carré donnent z.

Exercice 67 Pour ce corrigé, vous n’avez que les réponses. Vous pouvez consulter 1’exercice 68 pour une rédaction
détaillée sur les calculs de dérivées.
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f{:xb—)Q\l/Eeﬁ fé:mb—)?xezz fé:ai'—>—x18 % %
fiix—=32c+ 1) (2 + ) flizw— 3;1 5 féime _223162_23_2‘_ D
fé:mH%H fo: (x2+1;xm2+1 fo:e igiitg
florzm (396;6_371)2 fil:xH2x2_ll+i f{2:x'_>%
o w e —dsin(1 + 4) foa 2 cos(2x) cos(fiii;(—giiin@x) sin(3x) fline 2:/1E sin(vE)

T
Ut cos(z2)?

x — ——. Un rapide tableau de signe nous informe que u(x) est positif si et seulement si

wleo| =

x
[—1,1[. Ainsi la fonction f est définie sur [—1,1[. La fonction racine carrée est dérivable sur R’ et u(z) est strictement
(1—=z)?

1
f1) On pose u : +
1—=z
positif si et seulement si z €] — 1, 1[. Par composition, la fonction f; est dérivable sur | — 1, 1] et
2 —_—
(1-z)2y/1+x
7

(1—2)4+(14x)
14z
(1—x)%2x2 —ljm

u'(z) _
=

e 2/u(z)

Vz E] - 171[7 f{( )
f2) Le numérateur est défini si et seulement si 3z + 7 > 0, c’est-a-dire x > ——=. Le dénominateur s’annule
si et seulement si x = 2 ou x = —2. Les fonctions In et racine carrée sont définies et dérivables sur R’ donc la fonction fo

est définie et dérivable sur Dy, = ] - g, 72[U] —2,2[U]2, +o0].
3
(A =2?) +22I(V32 +T)  3(4—22) + 20(32 + T) In(3z + 7)
B 23z +7)(4 — 22)?

V3z+T7
vxEwa f2/( ): St (47'%2)2

La derniére inégalité étant obtenue en multipliant et en divisant par 3z + 7.
z — z2 42 —2, la fonction u est définie et dérivable sur R car ¢’est une fonction polynomiale.

D’autre part la fonction z — z* est définie et dérivable sur R. Par composition, la fonction f5 est définie et dérivable sur R

f3) Posons u :
Vr €R, fi(z) =4x (322 +1) x (z* + 2 —2)* = (1227 +4)(2® + 2 — 2)3

et :

x
f4) La fonction z — e”+e~* est définie et dérivable sur R et elle ne s’annule pas car la fonction exponentielle
—2(e* —e™ %)

est strictement positive. Ainsi f; est définie et dérivable sur R et :
Vr e R, fi(x) =
f4( ) (e_,L. ¥ e__,L.)3

f5) Les fonctions cos et sin et x — 2z sont définies et dérivables sur R. En tant que produit et composée

de fonctions définies et dérivables sur R, la fonction f5 est définie et dérivable sur R et :
2 cos(x) sin(x) x sin(2x) + (cosQ(x) + 5) x 2cos(2z) = 8cos*(x) — 3

Vr R, fi(z)
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La derniere égalité étant obtenue en utilisant les formules trigonométriques : cos(2z) = 2 cos?(z)—1, sin(2z) = 2 cos(x) sin(x)

et sin?(z) = 1 — cos?().
fs) La fonction In est définie et dérivable sur R* , on en déduit que la fonction z + In(z)* également.

La fonction x — — est définie et dérivable sur R*. Par produit, fs est dérivable sur R’} et :
(4 - ln(x))

B 41In(z)3 x % x x — In(z)?* B In(z)?
==

x2

Ve e R, fg(x)
f7) La fonction exponentielle est dérivable sur R et @ — x — — est définie et dérivable sur R*, ainsi par
x

composition la fonction z — €®~ = est définie et dérivable sur R*. D’autre part la fonction = — x> — 1 est définie et dérivable
1

1
sur R et ne s’annule que pour z = —1 ou z = 1. Finalement la fonction f; est définie et dérivable sur R* \ {—1,1}.
r(22— 1) —e" 220 (2t — 22 — 1)ev s
B x2(x? —1)2

x

(1+ z%)e"”’

B (22— 1)?

Vo e R*\ {-1,1}, fr(x)
Pour cette derniere égalité, on a multiplié le numérateur et le dénominateur par x°.
f3) La fonction In est définie et dérivable sur R . De plus In(x) > 0 si et seulement si 2 > 1, ce qui démontre

que la fonction fg est définie et dérivable sur ]1,4o00| et :
1

vz €]l (r) = =L =

€ 6] ’+OO[7 fS('r) IH(I)

fo) Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R, la fonction racine carrée est dérivable sur R’ . Pour tout

x € R, sin(z) + 2 > 0. Par composition la fonction x — +/sin(x) + 2 est dérivable sur R et ne s’y annule pas. Par quotient

cos(x)

fo est dérivable sur R et :
—sin(z)+/sin(z) + 2 — cos(x) x /mn@Ts
2(sin(z) + 2)2

sin(x) + 2
La derniere égalité étant obtenue en multipliant le numérateur et le dénominateur par 2+/sin(z) + 2 et en utilisant la

sin?(z) + 4sin(x) + 1
- 3

Ve eR, fo(x) =

relation cos?(x) = 1 — sin®(x).
f10) On utilise la fonction de la question h), pour > 1, on a :

In(ln(z)) >0 In(z) >1 < x>e

_ = lnl(:r) _
In(In(z))  zln(z)n(ln(z))

Ceci démontre que par composition la fonction f1( est définie et dérivable sur Je, +oo] et :
, 1
Vz €le, +00, fio()

Ceci en utilisant la dérivée trouvée a la question h).

2 x4+ 2 o . " . .

= est définie et dérivable sur R*. Un rapide tableau de signe montre
x

qu’elle est strictement positive si et seulement si x €] — 0o, —2[U]0, +o00[. La fonction sin est définie et dérivable sur R et la

f11) La fonction z — 1+ = =
x

_2
P)

X

fonction In est définie et dérivable sur R, par composition fi; est définie et dérivable sur x €] —
2 2
cos (ln (1 + 7)) =—— 5 Cos (ln (1 + 7)>
T x4 2z T

8 [no

Va G] -0 *2[U]0,+OO[, f{l(x) -
1+
f12) Etudions le signe du trinéme sous la racine carrée. En trouvant les racines, on factorise :

22462 — 1= (z — (=3 +V10))(z — (=3 — V10))

Ainsi la quantité sous la racine carrée est strictement positive si et seulement si x €] — co, —3 — V10[U] — 3 + V10, +o0].

La fonction racine carrée étant dérivable sur R7, on en déduit que fi2 est définie et dérivable sur
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] — 00, =3 — V10[U] — 3 4 V10, +-00] et :

_ 2x + 6 _ 4+ 3
W2 +6x—1 VaZ+6zx—1

Vi €] — 00, =3 — VI0[U] — 3 + V10, +00[, fio(z)

Remarque. La notation Nx” signifie "pour tout x”.

N 2x Ul
1) f1:z— m est définie sur R. On reconnait la forme — avec u:z — 4+ 22, une primitive
T U
de fi sur R est :

définie sur R

Fy:x— —
e 4+ 22

2

3 1
>2) forx— Txélx:g est définie sur R\ {13/—1}. On a:

1 1222 !
= x de la forme = avec u(z) = 1+ 42°

fz(l‘)—11+4x3 U

1 1
F:z— Zln(|1 + 423|) définie sur R\ { Y _i}

» 3) f3: 2+ Tcos(x)sin?(z) est définie sur R. On a :

7
fa(z) = g X 5 cos(z) sin* () de la forme 5u/u* avec u(z) = sin(x)

7
Fs:z— R sin®(z) définie sur R

1 o
> 4) faix— In(z) est définie sur R}. On a :
x
1 1 21
fa(z) = 3 X =X n(z) de la forme 2u’u avec u(x) = In(z)
x

1 2 7 . *

Fy:z— 3 In(z)* définie sur RY.
VT

>5)f5:m»—>e

N3

1
f5(z) = 22\/56\/5 de la forme u’e" avec u(z) = vz

est définie sur R’ . On a pour tout x € R :

Fs : z — 2eV" définie sur R,

2 1
»6) fo:x— _ est définie sur R car le discriminant du dénominateur est strictement négatif.
322 4+3x+7
On a pour tout x € R :
1 6 3 !
fo(z) = gﬁ;—x” de la forme % avec u(z) = 3z + 32 47

1
Fs:z— 3 In(3z2 + 32 4 7) définie sur R
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> 7) fr: x> 22(32% — 1)3 est définie sur R car c’est une fonction polynomiale. Pour tout = € R :

1
fr(z) = gﬁx(3x2 —1)3 de la forme u'u® avec u(z) = 3% — 1

1
Frizw E(3x2 — 1)* définie sur R

1 2 2
> 8) fs:x Br_2) est définie sur R\ {g} Pour tout z € R\ {g}, on a:

1 !/
folx) = 3 de la forme u—4 avec u(z) = 3z — 2
U

T 33z —2)*

11 o 2
Fg LT _§m définie sur R\ {g}

> 9) fo: x> (627 + 8)sin(2® + 4z) est définie sur R. Pour tout = € R, on a :

fo(x) = 2(322 + 4) sin(2® + 4x) de la forme u’sin(u) avec u(z) = 2°® + 4x

‘ Fy : x + —2cos(x® + 4x) définie sur R

> 10) fi0: 2z +— (6 + 3)V 22 + x + 1 est définie sur R car le discriminant du trindéme sous la racine carrée
est strictement négatif. Pour tout z € R, on a :

fio(x) =32z +1)vVat+z+1 de la forme u'u? avec u(z) = 2> + z + 1

Fip:x—2(x® + 2+ 1)% définie sur R

2
> 11) fi1:x— (31772)2 est définie sur R\ {2%}. Pour tout x € R\ {2%}, on a:
3 —

!/

1 3a?
fii(z) = gﬁ de la forme % avec u(z) = 2® — 2

1 1
F11 LT —gm définie sur R\ {2%}

/

1
> 12) fio:x— Zn(@) est définie sur ]0, 1[U]1, +o00[. On reconnait la forme % avec u(x) = In(x).

| Fio i 2 = In(|In(x)]) définie sur 0, 1[U]1, +oo] |

» 13) fi3: &+ cos?(z) est définie sur R. Pour tout x € R :

fis(z) = %(1 + cos(2x))

1 1
Fis:z— 3 (z + 3 Sin(?:v)) définie sur R

4 4
» 14) fi4 : x — bz + 4 est définie sur [— g,—i-oo[. Pour tout z € [— g,—koo{, on a :

1
fra(z) = = x 5 x (5x +4)2 de la forme vw'u? avec u(z) = 5z + 4
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2 4
Fiy:x B(5x+4)% définie sur [* EHFOO[

20 +5
(22 + 5z + 8)%’
/

u
On reconnait la forme — avec u(z) = x? + 5z + 8.
u

> 15) fis:x— est définie sur R car le discriminant dénominateur est strictement négatif.

1 1
Fi5:2— —~—————— définie sur R
3 (22 + 5z +8)3

» 16) fi6 : > cos(z)sin(z) est définie sur R. On reconnait la forme u'u avec u(z) = sin(x).

1
Fig:z— 5 sin?(z) définie sur R

1
> 17) fir iz — — est définie sur R. Pour tout x € R :
14 e”
(1+e%)—¢” e’
- = 1 _
Siz(@) 14 e” 14 e®

’FN :x— 2 — In(1 4 e%) définie sur RI

1
> 18) fis: T =7 est définie sur R\ {—1,1}. Pour tout x € R\ {—1,1} :
-
(l-z)+z  1-u r 1 d
fis(z) = 1—22  1— 22 1_$271+x+1—$2

1
Fig:x—In(|1+z|) — 3 In(]1 — 2?|) définie sur R\ {—1,1}

1
Remarque. Une autre méthode consiste a écrire = - + B
1-22 (1-2)(142) 11—z 14z

ot a et B sont a déterminer.

1 !
> 19) fig:x— :L(l—ﬁl—liflzx)Q) est définie sur R’ . On reconnait la forme % avec u(z) = 1+ In(x)?.

1
Fig:xzw— 3 In(1 + In(z)?) définie sur R’

l’4

> 20) foo:x 5 est définie sur R\ {2}. On a :

+x
ot = (z +2)(2® — 227 + 42 — 8) + 16

Ainsi pour tout x € R\ {2}, on a :

16

2)(x® — 222 + 4o — 1
(@ +2)(= T Ade—8)+ 6:x3—2x2+4x—8+

Faolz) = 2 T2

1 2
Foy:x Zx4 - ga:g + 22? — 8z + 161n(|z + 2|) définie sur R\ {2}




38

1. On pose :
v(t)y=t, J(t)=1

71'
Les fonctions u, v, u’ et v’ sont continues sur [0, 5}’ on peut appliquer la formule d’intégration par parties :
E

/05 tcos(t)dt = [t sin(t)} i /05 sin(t)dt = g - [— cos(t)} = g -1

[}
[}

2. On pose :
v(t) =t*+2t+3, V(t)=2t+2
u'(t) =et,  u(t)=e'

Les fonctions u, v, v’ et v sont continues sur [0,1], on peut appliquer la formule d’intégration par parties :
1 1 1 1
/ (% + 2t + 3)eldt = [(t2 ot + 3)&} - / (2t + 2)etdt = 6e — 3 — / (2t + 2)etdt
0 0 0 0

Pour calculer la seconde intégrale, on effectue une nouvelle intégration par parties :
wt)=2t+2, w'(t)=2

u'(t) =€, u(t)=¢

Les fonctions u, w, u’ et w’ sont continues sur [0, 1], on peut appliquer la formule d’intégration par parties :
1 1 1
/ (2t + 2)eldt = [(Qt + 2)&} - / 2¢ldt = 4e — 2 — 2[e']f =4e —2 —2e+2=2¢
0 0 0

Finalement : .
/ (t* 4 2t + 3)e'dt = 4e — 3
0

Remarque. Lors d’une intégration par parties, on cherchera a faire chuter le degré du polynome en dérivant

3. On pose :

u(t)=1, wut)=t

Les fonctions u, v, 4’ et v sont continues sur [0, 1], on peut appliquer la formule d’intégration par parties :

/:ln(t)dt: [tln(t)r—/letx %dt:e—(e—l) —1

1

1. e On factorise par le terme prépondérant :

Or lim — =0 d’apres les résultats usuels de croissances comparées. On en déduit que :

r—+oo T
lim (x —1—¢€")=—00
T—r+00
eOna:
1
z—1 a:( _5)

1+er+e 2 ew(%+1+e—2m)



On a: lim i:Odonc:
r—+oo et
-1
lim xizo
z—4o00 1 4e% + e %

e En —oo, le terme prépondérant au dénominateur est ¢~* que 'on met en facteur :

x—1 x(lfi)

Lter+em e—x($+e2x+1)

Ona: lim i:Odoncz
z——oc0 e~ ¥
rz—1

lim —————
z——ocol4e¥ +e %

1
\/4x2+m—x:x(1/4+;—1>

Sous cette forme-la, ce n’est plus indéterminé et on a :

lim V4z2+z—2 =+00

r—+00

e Pour x > 0,on a:

. Pour x > 0,0n a :

m_z:(\/12+mfx)(\/z2+z+x): x _ x
vz +z+zx vz +r+zx 2(y/1+1+1)

Sous cette forme-la, ce n’est plus une forme indéterminée et :

1
lim \/x2+:1:fx:§

r—r+00

. e Pour z €] — 1,1[\{0}, on a :
| o In(l14+2z) In(1+z) " 1

r—ax2 x 1—x
. In(1+=x) . , . s
Or hrrb ———— =1 en reconnaissant le taux d’accroissement de f : 2 — In(1 + ) en 0. On en déduit que :
T—r X
In(1
lim M -1

x—0 :L‘—{EQ

e Pour z € R*, on a :
sin(3x)  sin(3z) o 3x

%4 3 5x
. (3
Or lim M =1 donc lim sin(3z) = 1. Finalement :
y—=0 Yy z—0 3z
lim sin(3x) _3
x—0 5% 5

oPourmER\{%}:

2sin(z) —1 _ 2sin(z) — 5 lsin(x) —sin (%)

T _x
6x —m 6 z—g 3 T — G
sin(x) — sin (%) T T
Or lim —————* = cos (7> = —— ceci en reconnaissant le taux d’accroissement en — de la fonction sin.
Finalement :

lim 2sin(z) — 1 _ ﬁ

=% 6r —m 6

39
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1. 0. Ce n’est pas une forme indéterminée.
2. +o00. Ce résultat sera déduit des croissances comparées usuelles. La fonction = +— x + 2 est prépondérante par rapport
a la fonction In quand x tend vers +oo.
3. 0. Ce n’est pas une forme indéterminée.
4. Pas de limite. Cette fonction n’a pas de limite en +o00, on aura les outils pour le démontrer en cours d’année.
5.1
6. 0
7. 400
8. 0. C’est une forme indéterminée que I'on peut lever en factorisant, on a :
e —2c4+1  (x—12  x—1
202+ 20 —4 2@ —-1D(z+2) 2(x+2)
Sous cette forme 13, il est clair que la limite vaut 0.
1
9. 5 La limite d’une fonction rationnelle en d+occ est celle des termes de plus haut degré :
22 —2x+1 i 2?2 1
im ———— = lim — ==
zo400 202 42 — 4  atoo 222 2
1 , . - . . r+1 1
10. —. On a le résultat par composition des limites, en utilisant : lim =—.
V2 z—+o00 21 — 3 2
1
11. 13 C’est une forme indéterminée que 1’on peut lever en factorisant :
vr—2 VT —2 B VT —2 B 1
2-5x+4 (z-Dx—-4) (-DHz-2)Vz+2) (z-D(H/z+2)
1
Sous cette forme 13, il est clair que la limite est 3
12. 5
13. 1
14. 0
15. 1. Ce n’est pas une forme indéterminée.
16. 0
1
17. =
2
18. 4o0. Pour tout € R, on a x —sin(x) > x — 1 car sin(z) > —1 ainsi liIJIrl x —sin(z) = +00. On en déduit le résultat
r—r 400
demandé par composition des limites.
1
19. =
3
20. =2
21. 2
1. Démontrons par récurrence sur n € N :
n
1
Hn : k= §n(n +1)

k=0

e Initialisation. Pour n = 0, la formule devient 0 = 0.
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e Hérédité. On suppose la formule vraie au rang n avec n € N fixé. On a :

n+1 n 1 1
kz:;)k: (kzokz)—l—(n—i—l):2n(n+1)+(n—|—1):2(n+1)(n+2)

C’est bien la formule au rang n + 1, H,,41 est vraie et termine la récurrence.

n
1
Pour tout n € N, k==n(n+1).
S k= a1
k=0
. Démontrons par récurrence sur n € N :

n

Hy, Zk‘2 = %n(n—i— 1)(2n+1)

k=0

e Initialisation. Pour n = 0, la formule devient 0 = 0.

e Hérédité. On suppose la formule vraie au rang n avec n € N fixé. On a :

n+1 n
> k= (Zkz) +(n+1)*= én(nJr DEn+1)+(n+1)*= %(’FL+ Dn+2)2(n+1)+1)
k=0 k=0

Ceci apres simplifications. C’est bien la formule au rang n + 1, H,,41 est vraie et termine la récurrence.

n
1
Pour tout n € N, Zsz =-n(n+1)(2n+1).
6
k=0
. Démontrons par récurrence sur n € N :

- 1
H, : ;)kgzznz(nJrl)z

e Initialisation. Pour n = 0, la formule devient 0 = 0.

e Hérédité. On suppose la formule vraie au rang n avec n € N fixé. On a :

n+1 n 1 1
k;)k?’ = (;1«3) +(n+1)>*= Zn2(n+ D24+ (n+1)3= T+ 1)%(n +2)?

Ceci apres simplifications. C’est bien la formule au rang n + 1, H,,4+1 est vraie et termine la récurrence.

- 1
Pour tout n € N, Zk3 = znz(n +1)%
k=0

n
Remarque. Plus généralement, il n’y a pas de formule simple donnant Z kP ou p € N.
k=0

. Démontrons par récurrence sur n € N :
H, : 7" —1 est divisible par 6

e Initialisation. Pour n = 0, 0 est bien divisible par 6.

e Hérédité. On suppose la formule vraie au rang n avec n € N fixé, c’est-a-dire que 7" — 1 est divisible par 6. On
en déduit qu’il existe k € N tel que 7" — 1 = 6k. On multiplie cette relation par 7 : 7" — 7 = 42k, ce qui donne
7"t 1 =6 x (8k) ainsi 7T — 1 est divisible par 6. La propriété H, 41 est donc vraie.

Pour tout n € N, 7" — 1 est divisible par 6.
. Démontrons par récurrence pour n > 4 :
H, : 2" >n?
e Initialisation. Pour n =4, on a n? = 16 et 2* = 16 ainsi 4 est vraie.

e Hérédité. On suppose que n? < 2" pour n > 4 fixé. On a :

m+1)2=n*+2n+1<2"+2n+1



Si I'on parvient & démontrer que 2n 4 1 < 2", on aura : (n + 1)? < 2" 42" = 2""! ce qui terminera la récurrence.
Onan®—2n—1= (n—1)2—220carn24doncn2 > 2n + 1. Finalement :

m+1)2=n?+2n4+1<2"+2n+1<2" 4 n? < 2" 42" = 2"+

Ce qui démontre que H,,1 est vraie et termine la récurrence. Pour tout n > 4, n? < 2",

6. On considére 'hypothese suivante que 'on va démontrer par récurrence sur n € N* :
H, : 2" L <npl<np®
e Initialisation. Pour n = 1, la double inégalité devient : MW << 117 c’est-a-dire 1 <1 < 1. Ainsi H; est vraie.

e Hérédité. On suppose que H,, est vraie pour un entier naturel non nul n fixé. On a donc 2"~! < n! < n™, on
multiplie cette relation par (n + 1) pour obtenir :

2" Y4 1) <nl(n+1) <n"(n+1)

Or2<n+1carn>1donc?2" =2""! ><2§2”_1(n+1) <nl(n+1)=(n+1). On a bien 2" < (n+ 1)!.
D’autre part : n™(n+1) < (n 4 1)"(n 4+ 1) = (n 4+ 1)"** ainsi on a bien (n + 1)! < (n 4 1)"™!. Finalement :

2" < (n+ 1)< (n+1)"

On a démontré que H, 1 est vraie, ce qui termine la récurrence. Pour tout n € N*, 2"~ < pn! < n”.

1. SoitzeR:x>1=2>0 5. SoienthR+ety€R+:z:y@xQ:yQ

2. SoitxeN:z>1<x>0 6. Soient t e RetycR: 2> +y° =0=az =y
3. Soient z eRet y e R: z =y = 2 = 9> 7. Solent e R, yeRet zeR:x=y=22=yz
4. Soient e RetyeR: |z|+|y=0=|z+y|=0 8. Soit r€ER: 2>z <=x>1



