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Proposition. (K[X], 4+, X) est un anneau commutatif.

Dans toute la démonstration, on se donne A = (ay,), B = (b,) et C' = (¢,) trois polynémes. Comme A et B sont
des polynomes :
ddeN, Vn>d, a,=0et de €N, Vn >e, b, =0

e Montrons que + est une l.c.i sur K[X]. On a : A+ B = (a, + b,), nous devons démontrer que la suite
(ap, + by) est nulle & partir d’'un certain rang, on a :
Vn > max(d,e), a, +b, =0
Ce qui démontre que A + B est un polynome.

n
e Montrons que x est une l.c.i, c’est-a-dire que A X B est un polynéme. On note r,, = Z apb, i le coefficient

k=0
de degré n de A x B. Prenons n >d+e¢e,on a:

»sike[0,d],ona:n—kec[n—dmn],orn—d>edonc b, =0.
»sike[d+1,n],ona:a,=0
Ce qui démontre que r,, = 0 pour n > d + e. La suite (r,) = A X B est nulle a partir d’un certain rang : c’est un
polynome.

e Montrons que (K[X],+) est un groupe.

» L’addition est commutative car :
A+B=(an+b,) =(bp+a,) =B+ A
» L’addition est associative car :
(A+B)+C = (an+bp) + (cn) = ((an +bn) +¢n) = (an + (b +¢)) = A+ (B+C)
» Le polynéme nul est le neutre de ’addition car :
A+0=(an+0)=(a,) =4
» Chaque polynoéme A = (a,) posséde un opposé pour la loi +, le polynéme noté —A = (—a,), en effet :

At (=A) = (an + (=an) = (0) = 0

e La loi x est commutative. En effet, par renversement de la somme, on a :

Ax B - (éakbn_k) (Y i) - (ébk%_k) ~Bx4

e La loi x posséde un neutre, le polynoéme noté 1 = (z,,) avec 9o =1 et 2, =0 pour n > 1. On a :

1x A= (gxkan_k) =(ap)=A
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puisque dans la somme, seul le terme correspondant a £ = 0 est non nul.

n
e Démontrons que la loi X est associative, c’est-a-dire que (Ax B)xC = Ax(BxC). On note r,, = Z agbp—_k
k=0

le coefficient de degré n de A x B et s, = Z brcn_k le coefficient de degré n de B x C. Le coefficient de degré n de

k=0
(A x B) x C est alors :

n n %
E TiCn—i = E ( akbz’fk>cn—i
=0 =0 k=0

n [

= E arbi_kcn—;
1=0 k=0

3

n
= g arpb;_pCn—i en intervertissant les deux sommes
k=0 i=k
n n—k
= agbjcp_k—;j en posant j =1 — k
k=0 j=0
n n—k
= af bjcn_k_j
k=0 ;=0
n
= AESn—k
k=0

On reconnait le coefficient de degré n de A x (B x C). D’ou le résultat : (A x B) x C = A x (B x ().

e Il reste a démontrer que la multiplication est distributive par rapport a I’addition. Le coefficient de

degré n de A x (B+C) est :
n n n
D an(buk+nk) =D bk + Y ancn i
k=0 k=0 k=0

On reconnait le coefficient de degré n de (A x B) + (A x C). Ce qui démontre que A x (B+C) = (Ax B)+ (A x ().



