MPSI2 Fractions rationnelles
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Le but de la fin du chapitre est d’apprendre des méthodes de calcul, assurez-vous de bien comprendre chaque étape des
exemples présentés.
Rappels utiles :

e X2 4 X +1=(X—j)(X—))
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2 Décomposition en éléments simples dans C(X)

Nous verrons apres la décomposition dans R(X).

2.1 Théorie

Théoréme (décomposition en éléments simples dans C(X)).
Soit R € C(X), R s’écrit de maniére unique sous la forme :

R:E+22ﬁ
i=1 j=1

e F est la partie entiere de R
o les (\;)1<i<r sont les poles de R de multiplicité m;
e les a;; sont des complexes a déterminer, ils sont uniques.

X243
Exemple : Soit R = X - 1P(X _+2) X212 La fraction R est sous forme irréductible car les racines du numérateur
iv/3 et —iv/3 ne sont pas racines du dénominateur. Le degré de R vaut —6, ainsi la partie entiere de R est nulle. Les poles
de R sont : 1 de multiplicité 3, 2 de multiplicité 1, i de multiplicité 2 et —i de multiplicité 2. Le théoréme nous indique la

forme théorique que doit avoir la décomposition en éléments simples de R :

a p gl 4 £ ® P A
R =
X1 x- T x—pt x—2z xSt o x4 T x+ie
——
car 1 pole triple car 2 pdle simple car i pble double car —¢ pole double

C’est important de savoir sous quelle forme chercher la décomposition en éléments simples mais le plus difficile est bien
entendu de déterminer les coefficients complexes : «, 3, v, 0, €, @, p et A.

Remarque : La preuve du théoréme n’est pas au programme.

2.2 Cas des poles simples
Voyons sur un exemple comment décomposer en éléments simples une fraction rationnelle qui n’a que des poles simples.

X5
Exemple 1 : Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction rationnelle : R = X T

Etape 1.

La fraction est-elle sous forme irréductible ?
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Ici, c’est le cas, il n’y a aucune simplification possible entre numérateur et dénominateur. En effet, la seule racine du
numérateur, 0, n’est pas racine du dénominateur. Si la fraction rationnelle n’est pas irréductible, on la simplifie avant de
passer a I’étape suivante.

Etape 2.

On cherche la partie entiere de R. Si deg(R) < 0, on sait que la partie entiére est nulle et que l'on peut sauter
cette étape. Ici deg(R) = 1, on utilise la méthode vue en cours pour décomposer R sous la forme E + H. Cela consiste a
effectuer la division euclidienne de X® par X* — 1, ce qui donne :

X°=X(X*-1)+ X dot : X0 —X+L
N X1 =~ X4-1
E ~——

H

Dans la suite des calculs, on oublie la partie entiere que 'on ajoutera a la fin de la décomposition. On va décomposer la

X
fraction rationnelle H = i1 qui est bien de degré strictement négatif.

ape 3 On cherche les poles de H et leurs multiplicités correspondantes. On sait que les racines de X4 — 1 sont les 4

racines 4-iémes de 'unité : 1, —1, i et —i. Ces quatre racines sont des poles simples.

Brape 4. On écrit la forme de la décomposition en éléments simples :
X X a b c d
H= = =
X1 X DX DX )X+ X-1 x+i x—i xi W
ou a, b, ¢ et d sont des complexes a déterminer.
Ftape 5. On va enfin déterminer les coefficients !
e Détermination de a. On multiplie la relation (¥ ) par X — 1, cela donne :
X a(X —1 b(X —1 (X -1 dX -1
o) X1 MX-D X 1) dX-1)
(X DX +1)(X =) (X +14) X -1 X+1 X —1 X +1
On simplifie les deux membres de la relation :
X Jrb(X—l) (X —-1) dX-1)
=a
(X +1)(X =) (X +14) X+1 X —i X+

L’idée est alors d’évaluer en X = 1, cela donne :

1

1
On simplifie et on trouve a = 1

Cette technique s’appelle la méthode de multiplication-évaluation. C’est la technique principale pour déterminer les
coefficients correspondants aux poles simples.

e Détermination de ¢. On utilise également la méthode de multiplication-évaluation. On multiplie la relation (%) par
X — i et on évalue en i. Cela donne :

(X =DHI6) = a5+ ¢

1
En simplifiant, on trouve : ¢ = T

e Détermination de b et d. On pourrait utiliser a nouveau la technique de multiplication-évaluation pour déterminer b
puis d, mais il y a une petite astuce pour gagner du temps. On reprend la relation (%) et on remplace X par —X :

-X B a n b n c n d
X4—-1 —-X-1 —-X4+1 —-X-i —-X-+i

On simplifie pour faire apparaitre les mémes dénominateurs que dans la décomposition (¥) :

7X77a+fb+—c+fd
X4—-1 X+41 X-1 X+i X-—i
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On multiplie par —1 :
X  a n b n c n d (
X'-1 X+1 X-1 X+i X-—i
A présent, il s’agit de regarder les deux décompositions (J) et (k). D’aprés le théoreme, la décomposition en éléments
simples est unique! On peut donc identifier les coefficients. Ce qui donne :

* %)

a=1b
b=a
c=d
d=c
. 1 1
Ce qui nous permet d’affirmer que b = 1 et d = T

Cette technique ne fonctionne que si la fraction rationnelle a décomposer est paire ou impaire. Dans cet exemple, H est
impaare.

Et .
ape 6 On écrit la décomposition trouvée sans oublier la partie entiere calculée a I’étape 2.
1 1 1 1 1
R xR )
+4 X—1+X+1 X—i X+4i

» A vous de faire vos premiéres décompositions en éléments simples avec les exercices 8.a) et 8.b).

2.3 Cas des poles multiples

La aussi un exemple va tres bien illustrer différentes méthodes a notre disposition.

X
Exemple 2 : Décomposons R = dans C(X).
P P 1+ X + X2)(X +1)3 (X)

Etape 1. . . . . . , , . . .

La fraction rationnelle R est irréductible car la seule racine du numérateur n’est pas racine du dénominateur.
Etape 2. o

P fona deg(R) < 0 : la partie entiere de R est nulle.

Etape 3. . , . A N . . N .

Les racines du dénominateur sont j et 5 qui sont des poles simples et —1 qui est un pole triple.
Etape 4. , " (12 . .

La décomposition en éléments simples de R est a rechercher sous la forme :

X b d
S I + = (%)

R:(X—j)(x—j)(x+1)3:X—j X (X+17 (X+12 X+1

Etape 5.

e Détermination de a. C’est un pole simple, on utilise la méthode de multiplication-évaluation. En reprenant la relation

(%), on a:

(X = §)R](j) = m —a

Ici, il y a un peu de calcul pour simplifier tout cela :

- _ i
iv3 V3

e Détermination de b. La méthode de multiplication-évaluation marche tres bien ici, mais voyons une variante. On
conjugue la relation () :

Ce qui donne a =

o 0. b P d L e
X - X—j (X+1)P 0 (X+1)?2 X+1

(k)
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On remarque que ’on ne conjugue pas l'indéterminée X. La fraction R est & coefficients réels donc R = R. Les écritures
(%) et () sont deux décompositions en éléments simples de R, par unicité on peut identifier les coefficients :

O Q0 Qe
I
o Q) O Q1 o

—i7
On en déduit que b = 7; Dr’ailleurs, on sait aussi que ¢, d et e sont réels.

e Détermination de ¢. On utilise la méthode de multiplication-évaluation, mais ici il faut multiplier la relation (%) par
(X +1)3, voyons en détail ce que cela donne.

(X 1 1R = (X +1)°X _aX 417 X+ (X 41 dX 1) e(X +1)°
(X —HX =—HX+1)3 X -3 X -7 (X +1)3 (X +1)2 X+1
On simplifie :
X a(X +1)%  b(X +1)3 9
X+1)°R= . = = —— + =—+c+dX+1)+e(X+1
B [- Sy A =r I e el
On évalue en —1 : .
X +1)°R](-1) = _ — =040+c+0+0
[( )’ RI(-1) Cio i)
On trouve ¢ = —1 en se souvenant que 1+ j + j% = 0.

e Echec dans la détermination de d. On a bien compris cette technique de multiplication-évaluation et on imagine que
l’on va pouvoir 'appliquer ici en multipliant R par (X + 1)2. Hélas cela ne marche pas du tout...Voyons pourquoi !

(X +1)°R = (X +1)2X Ca(X+1)2 b(X+1)? (X +1)? dX+1)? e(X+1)2
XX -HX+1D T X —j X—j (X +1)3 (X +1)2 X +1
On simplifie :
B X L a(X 412 (X +1)2 c
(X+1)2R*(X—j)(X—j)(X+1)* X X +X+1+d+e(X+1)

C’est impossible d’évaluer en —1 a cause de la présence du X + 1 a certains dénominateurs.
On se heurtera au méme genre de probleme si I'on tente de trouver e en multipliant par X + 1 puis en évaluant en —1.
Nous allons voir une autre technique.

e Détermination de e. On multiplie la fraction rationnelle par X :

X? aX bX cX dx eX
+—+

X T X)X+ X=X T X1 X+ X 41

On évalueen r € R :

x? ar bx cr dx ex

R = D@ P w5 i @rif  @iD? zil

Puis, on fait tendre x vers +oo et on utilise que la limite en +00 d’une fraction rationnelle est celle des termes de plus haut
degré. On obtient :
0O=a+b+e

On connait a et b donc on va pouvoir trouver e. On a :

a+b= Y

fijii '_i—iim'*iiﬁf—
v i 3(3 1) = FHml) = B2 = -1

al

On trouve e = 1.
On préferera ici remplacer X par x pour ne pas faire tendre une indéterminée, qui n’est pas un réel, vers +oo.

e Détermination de d. Quand il ne reste quun coefficient & trouver, une bonne technique est d’évaluer la relation (%) en
un point qui n’est bien sur pas un poéle de la fraction rationnelle. Le plus simple est d’essayer en 0.
0 a b c d e
- = = -+ + + (%)
0=7)0=50+1)* 0-j

R(0) = 0—3+(0+1)3 (0+1)2 041
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Ce qui donne :

b
0=" 4+ L tetrdte
-7  —J

On connait tous les coefficients sauf d, on trouve d = 0.

Etape 6.

On trouve :

i(j s )_ 1 N 1
CV3\X - X —j2 (X+1)83  X+1

Remarque :  On retiendra que dans le cas d’un péle multiple, la méthode de multiplication-évaluation ne permet que de
c

trouver le terme de plus haut degré au dénominateur : ici —————.
P g (X +1)°

» A vous de jouer avec les exercices 8.c) et 8.i).

2.4 Méthode de multiplication-dérivation-évaluation

Nous allons voir sur un exemple une derniere méthode bien pratique dans le cas de poles multiples.

1
X (X —-2)2
pour en venir a la variante. La fraction rationnelle est irréductible et de degré strictement négatif. Sa décomposition en
éléments simples est de la forme :

Exemple 3 : Décomposer sur C(X) la fraction rationnelle : R Passons plus vite sur les premieres étapes

E—F b n c
X X-2 (X-2

Pour trouver a et ¢, on utilise la méthode de multiplication-évaluation :

R =

5 (%)

XR)0)=a=1

1
(X - 2RI ==
e Détermination de b.

On multiplie la relation (%) par (X — 2)% :

(X -2  a(X-2?2 bX—-2?2 cX—2)?

X—2 2 = =
X =2 R =3 x oy X T x-2 Tix-—2pe
On simplifie :
1 a(X —2)?
X -—22R=_ =" % X —
( 2)°R X e + b( 2)+c
On dérive : X X X )
1 2 -2)X — -2
[(X72)2R]/:7ﬁ: a( )X2 (1,( ) +b
On évalue en 2 : )
(X —2)%R]'(2) = —55 =0+
1
On trouve b = T

Pas besoin de refaire le calcul a chaque fois, avec cette méthode vous aurez systématiquement le coefficient noté b dans
lexemple.

On conclut :

_1__1r 1
C4X 44X -2)  2(X —2)2

R

» Testez cette nouvelle méthode avec ’exercice 8.f)
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Remarque : Cette méthode se généralise, par exemple si l'on considére R =

1
XX~ la décomposition en

éléments simples s’écrit :
po_@ n b n c n d n e
X1 X2 (X—22 " (X_28 (x_2¢
e On sait que : e = [(X — 2)*R](2).
e On vient de voir que : d = [(X — 2)*R]'(2).
e On a aussi : 2c = [(X — 2)*R]"(2).
e On a aussi : 6b = [(X —2)*R]®)(2).

Les coefficients qui apparaissent sont des factorielles, issues des dérivations successives.

2.5 Bilan

Rappelons les différentes méthodes que 'on a vues :

» Multiplication-évaluation : la méthode principale pour les poles simples et pour les termes de plus haut degré des
poles multiples.

» Parité-Imparité : si la fraction rationnelle est paire ou impaire, on remplace X par —X et on utilise 'unicité de la
décomposition en éléments simples pour obtenir des relations entre les coefficients.

» Conjugaison : sila fraction rationnelle est réelle, on la conjugue et on utilise I'unicité de la décomposition en éléments
simples pour obtenir des relations entre les coefficients.

» Multiplication par z et passage a la limite : on multiplie par x et on passe a la limite quand x tend vers +oo,
dans le cas d’un poéle multiple.

» Evaluation en un point : a réserver s’il ne reste qu’un coefficient a trouver.

» Multiplication-dérivation-évaluation : pour des poles multiples.

Remarque : En aucun cas, on ne réduira au méme dénominateur pour identifier et trouver les coefficients, c’est la pire
méthode.

2.6 Une derniére méthode

A
Proposition Soient R = — € C(X) irréductible. On suppose que A € C est un péle simple de R, de sorte que dans

B
AN
la décomposition en éléments simples de R un terme de la forme 5 /(( /\))

a -
\ va apparaitre. On a : a =

Démonstration : X est un pole simple de R donc une racine simple de B, il est possible d’écrire :
B = (X —-MXC ouC € C[X] avec C(A) #0

La décomposition en éléments simples de R s’écrit sous la forme : R =

X + @ ot @ n‘admet pas \ pour pole. On a :

= (X-MR=a+(X-)NQ

Ql

A(N)
C(N)

On évalue en A pour obtenir = a. Enfin, il s’agit de remarquer que C(\) = B'(\) car :
B'=C+ (X -\’

Exemple 4 : Cette technique est tres efficace pour des exercices un peu plus théoriques. Voyons un exemple tres tres

classique a connaitre par coeur. Décomposer dans C(X) la fraction rationnelle R = X1 oun € N*.

La fraction est irréductible, son degré est strictement négatif. Les poles sont simples, ce sont les racines n-iemes de 1'unité :
wp=e""" otk € [0,n —1]. La décomposition est de la forme :

n—1
ay
R:
;0 X — Wk
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ou les (ag)o<k<n—1 sont des complexes & déterminer. Comme ce sont des poles simples, on pourrait utiliser la méthode
de mutiplication-évaluation, ici c’est vraiment fastidieux : il faut essayer pour s’en convaincre. La proposition précédente

A
s’applique tres bien, on a : R = 5 avec A=1let B=X"—1donc B'=nX""'. On en déduit que pour tout k € [0,n — 1],

1 W Wy,
agy = ——— = — = — car wy = 1. On a alors la décomposition en éléments simples suivante :
nw nw
k k

n—1
1 Wi
R==-Y —_
n;X—wk

» A vous d’appliquer cette technique sur un exemple proche du précédent : exercice 2., puis sur ’exercice
12.

3 Décomposition dans R(X)

3.1 La théorie

Théoréme (décomposition en éléments simples dans R(X)).
A
Soit R = B € R(X) irréductible, on décompose B en produit d’irréductibles :

S

B=g]] x=x)™ [[(X*+0,X+¢)"

1=

1 . . j=1 . .. s
les racines réelles”’ discriminant négatif

La fraction rationnelle R s’écrit de facon unique sous la forme :

S

_ o ik e e X + Vg
R=E+) D X n)F +;;(X2J+bjx+jcj)k

=1 k=1

Tous les coefficients a;, ;i et vj, sont des réels uniques, E est la partie entiere.

Remarque : La démonstration est hors programme et l'important est de savoir faire une telle décomposition en pratique.

X2+3
Exemple : La décomposition en éléments simples dans R(X) de R = = 1)3X—EX2 1y est de la forme :
a b c d eX + X +h
F= + + +—+ S, 9

-t  xa T x T e T e
oua,b, c,d e, f,get hsont des réels a déterminer.
Remarque : I faut surtout retenir que c’est un polynéme de degré au plus 1 que l’on doit chercher au numérateur si le
dénominateur est un polynéome irréductible dans R[X] de degré 2.
3.2 En pratique

Il y a deux méthodes pour décomposer une fraction rationnelle dans R(X) :
Méthode 1 : on décompose dans C(X) puis on réunit chaque dénominateur avec son dénominateur conjugué.

Méthode 2 : on décompose directement dans R(X).

Exemple 5 : Illustrons la méthode 1. On reprend l’exemple 1, on avait trouvé la décomposition suivante dans C(X) :

X° :X+1( 1ot ot 1 )
Xt—-1 ANX -1 X+1 X—i X+i
1 1 2X
X—i X+i X*+1

On regroupe les racines avec leurs racines conjuguées : —
dans R(X) :

. Ce qui nous donne la décomposition

[

X° 1(X1 1 2X )

2 X 4= —
X4-1 +4 —1+X+1 X2+1
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3 5
Remarque : A présent, vous pouvez calculer sans probléme / ﬁdt,
, 1 —
Exemple 6 : On va illustrer la méthode 2 en décomposant directement dans R(X) la fraction rationnelle : R =
1

. Cette fraction est irréductible et de degré strictement négatif. La décomposition en éléments simples
(X - 12(X2+ X +1) & & P P

dans R(X) est & rechercher sous la forme :

a b cX +d
U g Tl 5 gu s ey g At

ou a, b, c et d sont a déterminer.

e Détermination de b. On utilise la méthode de multiplication-évaluation :

(X~ 12RI(1) = 5 =

e Détermination de a. On utilise la méthode de multiplication-dérivation-évaluation :

(X~ 1?RI(1) =~ =a

e Détermination de ¢ et d. On multiplie la relation (%) par X? 4+ X +1 et on évalue en une racine de ce polynéme, par
exemple j. Détaillons ceci :

(X2 4+ X +1)R= X+ X+l Ca(X2HX41) b(X2+X4+1) (X +d)(X2+ X +1)

S -+ X+ X (X -1)? X2+ X +1

On simplifie :
1 a(X?2+X+1) bX2+X+1)
(X?+ X +1)R 17 | e X
On évalue en j :
1
[(X?+ X +1)R|(j) = — =040+cj+d
(=1
! 1 ; . s ) 1 , -

Or G172 =3 (1 +]> en sautant quelques étapes de calcul. On en déduit que ¢j +d = 3 (1 —|—j), c’est-a-dire :

V3. V3.
(~4evd)+ () -3+ )

1
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on trouve ¢ = d = 3 D’ou la décomposition :

R*l( -1 n 1 n X+1 )
C3\X -1 (X122 X2+ X1

» A vous d’essayer avec la fraction rationnelle F' de 1’exercice 9.

Une fois que vous avez bien compris ces différentes méthodes et résolu les exercices du cours, vous pouvez
commencez les exercices d’entrainement : 1-5-7-13-14.
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